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1. O Espaco Euclidiano R" e
Invariantes topoldgicos basicos

Ao longo deste texto, trabalharemos com o espago vetorial R"” equipado com uma funcgao
distancia proveniente de uma norma.

Definicao 1.1. Uma fun¢ao ¢ : R — R € dita uma norma se:

(i) ¢ € nao negativa e ¢(x) =0 se, e somente se, x = 0; (positivo-definida)
(i) o(tx) = |t|o(z), para todo t € R e todo x € R"™; (homogeneidade)

(iii) ¢(z +vy) < o(z) + ¢(y). (Subaditividade)

Exemplo 1.2. Sao exemplos de normas em R™:

(a) Norma euclidiana: || - || : R* = R dada por ||(z1, ..., z,)|| = (O 22)2;

=1
(b) Norma do mazximo: || - ||a : R® = R dada por ||(x1, ..., 2,)||m = max |z,
(c) Norma da soma: || - ||s : R" = R dada por |[(z1,....,xn)||s = D |il.

=1

Duas normas ¢ e ¢9 sao ditas equivalentes se existem constantes C7, Cy > 0 tais que
P1(x) < Copa(x) € pa(x) < Cr¢1(x), para todo = € R™.

Obs. Veremos em um futuro breve que todas as normas em R" sao equivalentes.

Sejam X C R™ e (x) um sequéncia em X. Dixemos que (xj) converge para € R™,
se para todo € > 0 existem Ny tal que para todo k > Ny tem-se ||z —z|| < €. Neste caso,

escrevemos lim x;, = x ou x;, — .
k—o00

Uma funcao f: X C R® — RP é dita continua no ponto x € X se para toda seqiiéncia
de pontos (zx) em X com zy — z, tem-se f(zg) — f(z). Quando f é continua em todos
os pontos de X dizemos que f é continua.

Vale observar que f: X C R — RP é dada por f = (f1,..., f,) emque fi,..., [ X C
R" — R e, a continuidade de f em x € X é equivalente a continuidade das funcoes
fi,. ., fpemzxzeX.

Exemplo 1.3. As restricoes de aplicacoes polinomiais X C R™ — RP sao continuas. De
fato, as aplicacoes racionais X C R" — RP sdo continuas.

Proposicao 1.4. A composta de aplicagoes continuas ainda € uma aplica¢ao continua.



Demonstragdo. Sejam f: X C R™ — R” continuaem z € X, g: Y C R* — R* continua
em y = f(z), tais que f(X) C Y. Vamos mostrar que go f : X — R é continua
em z. De fato, seja {z;};en C X tal que limz; = z. Entao, pela continuidade de f,
temos lim f(z;) = f(x) e pela continuidade de g, temos lim g(f(z;)) = g(f(x)), ou seja,

lim(g o f)(z;) = (g f)(x). -

Definicao 1.5. Sejam X C R™ e Y C RP. Uma aplicagao continua f: X — Y € dita
um homeomorfismo quando é uma bijecao com inversa continua. Quando existe um
homeomorfismo f: X —Y dizemos que X € homeomorfo a Y.

Abaixo apresentamos alguns exemplos de conjuntos homeomorfos:

Exemplo 1.6. (a) As bolas abertas B(x,r) := {y € R™; ||y — z|| < r} em R™ sdo home-
omorfas a R™.

(b) Os cubos abertos em R™, I = (a1,by) X -+ X (an, b,) sao homeomorfos a R".
(c) Sejape S™:={x e R" |z| = 1}. Entao, S™ — {p} é homeomorfo a R™.
(d) O cilindro S™ x (0, +00) é homeomorfo a R"** — {0}.

Demonstracao. (a) Seja f: B(0,1) — R™ definida por

X

Ko = Ty

Temos que f é uma bijecao continua (pois é racional) com inversa g: R™ — B(0,1) dada

por
y
9(y) =
L+ lyll
sl

continua (pois quociente de fungdes continuasl), ou seja, f é um homeomorfismo. Agora
o resultado segue do fato que T: B(z,r) — B(0,1) dada por T'(z) = rz — = é claramente
um homemorfismo.

(b) Para cada i = 1, ..., n, considere o homeomorfismo g; : (—1,1) — (a;, b;) dado por
9i(t) = 3[(b; — a;)t + (a; + b;)]. Pelo item a), existe homeomorfismo f : (—1,1) — R.
Assim, defina g : T — R” por g(x1, ..., 2,) = (f o g7 (1), ..., f 0 g7 (xy)). E facil ver que
g € um homeomorfismo.

(¢) Seja N = (0,..0,1). Fazendo uma rotagao, se necessario, podemos supor que
p = N. Entéao a aplicagdo my : S" — {N} — R™ dada por

1
TN(T1y ooy Ty Tg1) = T—— (X1, ey )
¢ homeomorfismo com inversa dada por
Ty (¥) (2y. [ly[I* = 1).

Lyl

(d) Basta observar que p : S™ x (0,+00) — R"" — {0} dada por p(z,t) = tz é um
homeomorfismo com inversa p~!(y) = (o> Nwll)- O

Proposicao 1.7. Seja X C R™. Dada uma aplicagao continua f: X — RP o grdfico de f
¢ homeomorfo a X.
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Demonstracao. Exercicio. O

Seja § = {X : X C R" para algum n}. Uma propriedade P sobre os elementos de S
¢ dita um invariante topoldgico quando dado X € S, tem-se que P(X) é verdadeira se, e
somente se, P(Y') é verdadeira para todo Y € S homeomorfo a X.

n

Exemplo 1.8 (Contra-exemplo). S™ nao é homeomorfo a R™.

Demonstracao. Em R™ existe seq. de pontos que nao possui subseq. convergente. Por
outro lado, é facil ver que toda seq. de pontos em S™ possui uma subseq. convergente. [J

X C R”™ tal que toda seq. de pontos em X possui uma subseq. que converge para um
ponto de X é dito compacto.

Proposicao 1.9. Compacidade é um invariante topoldgico.
Demonstracao. Exercicio. O
Exemplo 1.10. S™ é compacto.

Demonstracao. Seja{xy} C S™. Paracadak € N, podemos escrever xy, = (21 4, ..., Tnt1k)-
Agora, a sequéncia {z ;} é uma sequéncia limitada em R. Logo, existe N; C N infinito tal
que {z1 xtren, € convergente em R, assim como existe Ny C Ny infinito tal que {xox ren,
é convergente em R. Prosseguindo com este argumento, obtemos n + 1 subconjuntos
infinitos de N, digamos

Ny DNy D...ON, DNy,

tais que {z;x}ren, € convergente em R, para i = 1,...,n + 1. Logo, {xx}ren,,, ¢ converge

para algum ponto x € R*"™. Como || - || : R*™ — R é continua e ||x;]| = 1, para todo
k € N, temos que ||z|| = 1, mostrando que = € S™ e pela arbitrariedade da sequéncia
{zx} C S™, S™ é compacto. O

Abaixo, vemos um exemplo de dois subconjuntos de R, ndao compactos, os quais nao
sao homeomorfos.

Exemplo 1.11. R nao é homeomorfo a R — {0}.
Demonstragao. sgn:R — {0} — {—1,1} dada por sgn(z) = ;27 € uma fungao continua e
nao constante. Por outro lado, pelo Teorema do Valor Intermediario, toda funcao continua

R — {—1,1} é constante. Segue que os espacos em questao nao sao homeomorfos. ]

Definigao 1.12. X C R". Se as unicas fungoes continuas X — {—1,1} sao as fungoes
constantes, dizemos que X € conexo.

Proposicao 1.13. Conexidade é um invariante topoldgico.
Demonstracao. Exercicio. O
Exemplo 1.14. (a) R" € conexo. Portanto S™ — {p} € conexo para todo p € S™.

(b) S™ € conezo.



Demonstragao. (a) Primeiro observe que R é conexo e pelo exercicio 77 da lista 77, temos
que R™ é conexo. Portanto, S™ — {p} também é conexo, ja que este é homeomorfo a R".

(b) Seja f:S™ — {—1,1} uma fungao continua. Sejam p e g pontos distintos de S™.
Dado x € S™ — {p, q}, como f é constante em S™ — {p} (pois este conjunto é conexo),
temos que f(z) = f(g). Como f é constante em S™ — {q}, temos que f(z) = f(p). Logo,
f é constante. O]

Existe uma prova (devida a Tiago C. Ribeiro) de que R"™ nao é homeomorfo a R"—{0}
recorrendo somente aos dois invariantes topolégicos definidos acima.

Definigao 1.15 (Superficies Topolégicas). Um subconjunto X C R™ € dito uma superficie
topoldgica de dimensao m € N se para cada x € X existem um conjunto A C R™ contendo
x tal que A € uma unido de bolas abertas e um homeomorfismo ¢ : B(0,r) C R™ — XNA,
para algum r > 0.

Exemplo 1.16. (a) Todo X C R"™ subespaco afim de dimensao m € uma superficie to-
poldgica de dimensao m.

(b) S™ C R™! € uma superficie topoldgica de dimensdio n

(c) Se X; CR" e Xy C RP sdo superficies topolégicas de dimensoes my e mo respectiva-
mente, entao X, X Xg € uma superficie topolégica de dimensao mq + mo.

]

Exemplo 1.17 (Contra-exemplo). O cone {(z,y,2) € R® : 2? +y? = 22} ndo € uma
superficie topologica.

Demonstracao. Exercicio. O
Resultados de Topologia que vamos enunciar sem prova sao os seguintes teoremas:

Teorema 1.18. A dimensao de uma superficie topoldgica estd bem definida e € um inva-
riante topologico.

Teorema 1.19. Seja X C R"™ uma superficie topologica, conexa e de dimensao 1. Entao
X é homeomorfa a R ou a S*.

O teorema acima, conhecido como Teorema de Classificacao das ”Variedades”de di-
mensao 1, em particular, afirma que a unica (a menos de homeomorfismo) superficie
topoldgica de dimensao 1, conexa e compacta ¢ S'. Abaixo, vemos um exemplo em di-
mensao 2 o qual mostra que compacidade e conexidade nao bastam para classificar tais
superficies.

Exemplo 1.20. S? ndo é homeomorfo a S* x S*.

A seguir, daremos uma idéia da obstrucao que impede S? ser homeomorfo a S x St .
Seja D = {z € R?: ||z|| < 1}. Portanto S' C D e podemos escrever D = {tx : x €
Sto<t <1}

Definicao 1.21. Um subconjunto conexo X C R™ € dito simplesmente conexo quando
toda funcgdo continua S* — X possui uma extensao continua D — X .
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Proposigao 1.22. Conezidade simples ¢ um invariante topoldgico.
Exemplo 1.23. (a) R" é simplesmente conezo.
(b) S?% é simplesmente conero.

Demonstragdo. (a) J& sabemos que R™ é conexo. Agora, seja f:S1 — R" continua e seja
F:D — R"™ dada por F(tx) =tf(z); v € S' e 0 <t < 1. Claramente, F' é uma extensio
continua de f para o disco D.

(b) J& sabemos que S? é conexo. Agora, primeiramente, observamos que S? menos um
ponto é homeomorfo a R? e, portanto, é simplesmente conexo. Logo toda funcao continua
St — S2 que nao é sobrejetora, possui uma extensao continua para o disco D. Seja
f: St — S? uma funcao continua. Pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass, existe
p: S' — R3 uma aplicagdo polinomial tal que ||p(z) — f(z)|| < €, em que € é um nimero
real positivo suficientemente pequeno (por exemplo 0,01). Sendo assim, recebemos que
p(x) # 0 para todo z € S! e, portanto, temos

h: St — §2
dada por
p(z)
hiz) =
@) = Tp@

bem definida.
Afirmacg3o. h nao é sobrejetora.

Prova da Afirmagdo. p = (p1,p2,P3) €m que pi, P2, p3 $40 polindmios em duas varidveis
(x = (21, 22)). Se ocorre a divisao polinomial abaixo

x3 + a3 — 1|pi (21, 22)

entdo p(r) = (0, ps(z),p3(x)) para todo z € S* e, portanto, o ponto (1,0,0) € S? nio
estd na imagem de h. Por outro lado, se nao ocorre a divisao polinomial acima, temos
que os polinémios z? + z2 — 1 e py(x1, 22) sdo primos entre si e, pelo Teorema de Bezout,
a equagcao
pi(z1,22) =0

possui um ndmero finito de solucoes sobre S*, isto é, o conjunto dos pontos da imagem
de h que estao no plano horizontal {0} x R? ¢é finito. Isto conclui que existe algum ponto
em S? N ({0} x R?) que nao estd na imagem de h.

Final da Prova da Afirmacdo.

Lancando mao da afirmacao acima, seja H: D — S? uma extensao continua de h para
o disco D. Por um momento, admitamos que exista n € N tal que

n(l —t)H(tx) +tf(x) #0
para todo € S* e 0 <t < 1. Nesse caso, a aplicacao D: — S? definida por

n(l—t)H(tx) +tf(x)
ln(1 =) H (t) + tf(2)]

tr —

é, claramente, uma extensao continua de f.



Para finalizar, mostremos a existéncia de um tal n € N. Para tanto, se nao existisse
um tal nimero natural, para cada n € N existiriam x, € S* e 0 < t, < 1 tais que

n(1 —t,)H(t,z,) = —tpf(x,).

Como ||H(t,z,)|| =1 = f(z,)||, temos e

n(l—t,) =t, e H(t,z,) = —f(z,)

para todo n € N. Agora t, — 1 e¢ a menos de subseq. z, — x com x € S (por
copmpacidade de S*). Pela continuidade de H e f e por H(t,z,) = —f(z,), recebemos
que H(z) = —f(x), isto é, h(zx) = —f(z). O que é um absurdo, pois

|h(x) — f(z)| < i <2

O

Proposicao 1.24. X C R" eY C RP sao simplesmente conexos se, e somente se, X XY
¢ simplesmente conexo.

Demonstracao. Exercicio O
Exemplo 1.25 (Contra-Exemplo). S' ndo é simplesmente conezo.

Coroldrio 1.26. As superficies topoldgicas S* e S* x S ndo sao homeomorfas.

A respeito das superficies compactas de dimensao 2, existe um belissimo teorema de
classificagao que, dentre outras informacoes, diz:

Teorema 1.27. Se X C R"™ € uma superficie topoldgica de dimensao 2, compacta e
simplesmente coneza, entio X é homeomorfo a esfera S*.

Conjectura de Poincaré [Teorema de Perelman|. Se X C R"™ € uma superficie to-
poldgica de dimensao 3, compacta e simplesmente conexa, entao X é homeomorfa a esfera

S8,



2. Abertos e fechados

Definicao 2.1. Um subconjunto F' C R™ é dito um subconjunto fechado de R™ se todo
limite de seq. de pontos em F' necessariamente estd em F.

Exemplo 2.2. Para todo a € R e todo € > 0 a bola Bla,€e] :={z € R" : |z —al <€}
¢ um subconjunto fechado de R™.

O
Exemplo 2.3. Q" e R" — Q" nao sao subconjuntos fechados de R™.

O
Exemplo 2.4. Z" e N" sao subconjuntos fechados de R".

O

Abaixo, seguem algumas observagoes estruturais:
Proposicao 2.5. (a) R™ e @ sdo subconjuntos fechados de R";

(b) Fy e F, subconjuntos fechados de R" = F} U Fy é um subconjunto fechado de R" ;

(c) F; subconjunto fechado de R™ para todo i € I = ﬂFz € um subconjunto fechado de
iel
R™.
O

Proposigao 2.6 (Definigao de fecho). Sejam X C R" e F(X) = {F C R" : F ¢ fechado e X C
F}. Entdo, X = ﬂ F satisfaz:
FEF(X)

(i) X € um subconjunto fechado de R";
(ii) X C X;
(iii) X C F e F C R fechado = X C F.

m
. X definido como acima pode ser interpretado como o menor (com respeito & inclusio
de conjuntos) subcojunto fechado de R™ que contém X.

Por exemplo, dada () uma seq. de pontos em R™; z, — a, se X = {x1,...,2,,...},
entdo X = X U {a}.



Proposicao 2.7. Sejam Y C X C R", entio Y C X.
]

Proposigao 2.8. Sejam X C R" e a € R". As sequintes afirmacoes sao mutuamente
equivalentes:

(a) a € X;
(b) B(a,e) N X # & para todo € > 0;
(c) Existe uma seq. (xy) de pontos em R™ tal que x, — a e x, € X para todo k € N.

Demonstracao. ( (a) = (b) ) Suponhamos que exista € > 0 tal que B(a,e) N X = &, isto
é, X C{r €R"” : ||z —a| = €}. Como {z € R" : |z —al > €} é um subconjunto
fechado de R*, X C {x € R" : ||z —al| > ¢}. Logo a ¢ X.

( (b) = (c) ) Suponhamos que B(a,e) N X # & para todo € > 0. Assim, para cada
k € N, existe z;, € B(a, %) N X, isto é, existe um seq. de pontos (zx) em X tal que z — a.

( (¢) = (a) ) Suponhamos que exista uma seq. de pontos (z3) em X tal que zp — a
eseja Y = {z1,...,2x,...}. Desde que Y C X, pelo que observamos acima, ¥ C X. Por
outro lado, sabemos que a € Y. O

Definicao 2.9. Um subconjunto A C R™ € dito aberto quando o seu complementar R™ — A
¢ fechado.

Exemplo 2.10. Para cada a € R™ a bola B(a,e) = {z € R" : |z —a|] < €} € um
subconjunto aberto de R™.

A respeito de conjuntos abertos temos as seguintes propriedades estruturais:
Proposigao 2.11. (a) R" e @ sdo subconjuntos abertos de R";
(b) Ay e Ay subconjuntos abertos de R" = Ay N Ay é um subconjunto aberto de R™;

(c) A; subconjunto aberto de R™ para todo i € I = |
R"™.

e1 Ai € um subconjunto aberto de

]

Proposicao 2.12 (Definigao de interior). Sejam X C R el ={ACR : A é aberto e A C
X}. Entao, int(X) = U A satisfaz:

A€l
(i) int(X) € aberto;
(ii) mnt(X) C X;
(iii) A C X e A aberto = A C int(X).

O
..int(X') definido como acima pode ser interpretado como o maior (com respeito a inclusao
de conjuntos) subcojunto aberto de R que esta contido em X.

Proposigao 2.13. Sejam X C R" e a € R". As sequintes afirmacgoes sao mutuamente
equivalentes:

10
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(a) a € int(X);
(b) existe € > 0 tal que B(a,e) C X;

(c) para toda seq. de pontos (x) em R"™ tal que xp — a tem-se x € X para todo k
suficientemente grande.

m

Vale observar que negar que um conjunto é aberto nao significa dizer que este conjunto

é fechado assim como negar que um conjunto é fechado nao significa dizer que este conjunto
é aberto. Vale o seguinte:

Proposicao 2.14. Os unicos subconjuntos de R"™ que sao simultaneamente abertos e
fechados sao R™ e &.

O

11
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3. Compacidade e continuidade
uniforme

Seja X C R™. Dizemos que Y C X é denso em X,se X C Y.
Exemplo 3.1. (a) Q € denso em R;
(b) Q™ ¢ denso em R™;
O

Proposicao 3.2. Sejam X,Y,Z C R". SeY € denso em X e X € denso Z, entdo Y é
denso em Z.

O

Teorema 3.3 (Teorema de Lindelof). Seja X C R". Se X C U Ay e Ay CR™ € aberto
AeL

para todo A € L, entao existe E C L enumerdvel tal que X C U Aj.
AeE

Demonstracao. E suficiente provarmos no caso em que X é aberto (verifique)! Sejam
Q) = XNQ" e Z o subconjunto de @ x Q formado pelos pares (g, r) tais que a bola B(q, )
estd contida em A, para algum \ € L.

Afirmacgdo. X C U B(q,r).
(q,r)€T
Com efeito, dado x € X, existe A € L tal que x € A,. Como A, é aberto, existe r € Q

tal que
B(JT, 2’/“) C A,

Por outro lado, como @ é denso em X, existe ¢ € @ tal que ||¢ — z|| < r. Assim,
x € B(q,r) C B(x,2r) C A,. Portanto, fica provada a afirmacao.

De volta, seja (q1,71),-..,(qn,Tn),... uma enumeragao de Z. Para cada natural n
existe um A, € L tal que B(gn,r,) C A,,. Juntando essa iltima conclusdo com o que foi
afirmado e provado acima, recebemos

X C U B(qn, 1) C U A,,.

neN neN

13



Relembrando, um subconjunto X C R" é dito compacto quando toda seq. de pontos
em X possui uma subseq. que converge para um ponto de X.

Exemplo. Bla,e] C R™; é um subconjunto compacto.

Exemplo. A reuniao finita de conjuntos compactos ainda é compacto, em particular,
todo conjunto finito é compacto.

Proposicao 3.4. Um subconjunto X C R™ é compacto se, e somente se, é fechado e
limitado.

Demonstracao. Seja X limitado e fechado. Entao toda seq. de pontos de X ¢é limitada
e, portanto, possui uma subseq. convergente, cujo limite estd em X pois X é fechado.
Reciprocamente, se X nao é limitado, existe x € X tal que ||zx| > k para todo k € N
e (xy) assim construida nao possui subseq. convergente. Também, se X nao é fechado,
entao existe uma seq. (yx) em X tal que y, — a € X e, portanto, toda subseq. de (y)
converge para a € X. Assim, fica provado o teorema. m

Proposicao 3.5. Dada uma seq. decrescente X1 O X9 D --- D X,, D --- de subconjuntos

de R™ compactos e nao vazios, a intersecao ﬂXi € nao vazia.
i=1

Demonstragao. Para cada k, seja xp € Xj. Como (xy) é uma seq. no compacto Xy, temos
que (7;) possui uma subseq. () convergente para a € X;. Agora, dado k € N, temos
ry; € Xy para todo k; > k e, portanto, a € Xj, para todo k. O

Teorema 3.6 (Teorema de Borel-Lebesgue). Seja K C R™ tal que K C U Ay eAyCR"

AeL
¢ aberto para todo A € L. Se K ¢é compacto, entao existe E C L finito tal que X C U Ay
AeE
Demonstracao. De acordo com o Teorema de Lindelof, existem \q,..., A\g, ... € L tais
que K C U A,,. Para cada k € N, seja X = KN (R" — (A), U...UA,,)). Assim,

keN
construimos uma cadeia de compactos

Xi1D...0XegD....
Agora, desde que K C U A, , temos ﬂ X}, = 0. Pelo coroldrio acima, segue que X, = ()

keN keN
para algum k € N, isto é, existe k € N tal que K C Ay, U...UA,,. O

A respeito de aplicagoes continuas definidas em subconjuntos compactos de R”, des-
tacamos alguns resultados.

Proposicao 3.7. Sejam X C R™ um subconjunto compacto e f: X — RP continua. Entao
f(X) CRP € um subconjuto compacto.
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]

Definicao 3.8. Uma aplicagao f: X C R" — R™ € dita uniformemente continua quando:
dado um par de seq. de pontos (xy) e (yg) em X com xy — yp — 0, tem-se que f(xg) —
f(ye) = 0.

Exemplo 3.9. Aplicacoes Lipschitz sao aplicagcoes uniformente continuas.
]
Proposicao 3.10. Aplicacioes continuas com dominios compactos sao uniformente continuas.

Demonstracao. Seja K C R™ um conjunto compacto, Y C R™e f : K — Y uma aplicacao
continua. Sejam {zy }ren, {Ur bren C X tais que zx — yr, — 0. Suponha que existe § > 0 e
subsequéncia {ky, ..., k;, ...} tais que

| f(xr;) — flyr)ll >0, VjeN.

Como K ¢é compacto, tomando subsequéncia, se necessdrio, podemos supor que lim z;, =
J]—00

lim y, = 20 € K. Mas f é continua, entao ||f(xx;) — f(ys,)|| — 0. Mostrando que nao
j—oo

pode existir tal 6 > 0 e, assim, ||f(zx) — f(yx)|]| — 0. Portanto, f é uniformemente
continua. O

Caracterizacao. Seja f: X C R" — R™. Entao, f ¢ uniformente continua se, e somente
se, para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que ||f(x) — f(y)|| < € sempre que x,y € X satisfazem
lz =yl <. O

Claramente, toda aplicacao uniformemente continua é uma aplicagdao continua, porém
existem aplicagoes continuas que nao sao uniformemente continuas.

Ainda a respeito das aplicacoes uniformente continuas, destacamos a seguinte propri-
edade.

Proposicao 3.11. Sejam X C R" e f: X — R™ uma aplicacdo uniformente continua.
Entao existe uma extensao uniformemente continua de f para X.

Demonstragio. Seja x € X. Entdo existe uma seq. de pontos () em X tal que xj, — .
Desde que (xx) é uma seq. de Cauchy e f é uniformemente continua, a seq. f(zx) é de
Cauchy e, portanto, converge para algum y € R™. E facil ver que y indepente da seq.
(z), de fato, y sé depende do ponto z. Definimos F(z) = y. Claramente, F' é uma fungao
definida em X que estende f. Resta-nos provar que F é uniformente continua. Para tanto

seja € > 0. Como f é uniformente continua, existe § > 0 tal que || f(z)— f(y)| < g sempre
que z,y € X satisfazem ||z — y|| < d. Assim, dado v, w € X tais que ||[v — w|| < J, sejam
(xk) e (yr) seq. em X tais que xy — v e y, — w. Assim, para n suficientemente grande,
temos ||z — yx|| < d e, portanto, || f(xr) — f(yr)] < % Pela continuidade de f, segue que
|F(v) — F(w)| <e. O
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4. Teorema do Valor Intermediario

Um subconjunto X C R™ é dito conezo quando as unicas fungoes continuas X — {—1,1}
sao as fungoes constantes.

J& mostramos que R", S” sao conjuntos conexos. Portanto, R” x §™ e S" x S™ sao
conjuntos conexos pois ja conhecemos o seguinte resultado.

Proposicao 4.1. Sejam X C R" e Y C R™. Entao, X e Y sdao conexos se, e somente
se, X XY € conexo.

Caracterizagao. Um subconjunto X C R™ € conexo se, e somente se, os unicos subcon-
J 7
juntos de X que sao simultaneamente abertos e fechados de X sao: X e &.

Demonstracao. Exercicio! n

Teorema 4.2 (Teorema do Valor Intermediario). Sejam X C R™ um subconjunto conexo
e f: X — R uma fun¢ao continua. Se existem x,y € X tais que f(x) <0 < f(y), entao
eriste z € X tal que f(z) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f nao se anule qualquer ponto de X. Seja g: X — R

definida por g(a) = %. Assim, g é uma fungao continua X — {—1,1}. Desde que
a

X é conexo, deverfamos ter g constante. Por outro lado, f(z) < 0 acarreta g(z) = —1 e

f(y) > 0 acarreta g(y) = 1. O]

Dado X C R", definimos a fronteira de X por

0X = XNRr— X.

Observagao. Dado X C R". Um ponto x € R" esta na fronteira de X se, e somente se,
d(z,X) =d(z,R"— X) = 0.

Teorema 4.3 (Teorema da Alfandega). Seja X C R™. Se um subconjunto conexo C' C R"
intersecta X e R™ — X, entao C intersecta a fronteira de X .

Demonstragao. Seja f:C — R definida por f(z) = d(z, X) — d(z,R" — X). Claramente,
f é continua, pois é soma de fungoes continuas. Desde que existem a € CN X e b €
CNR"— X, temos: f(b) < 0 < f(a). Pelo Teorema do Valor Intermediario, segue que
existe ¢ € C tal que f(c) = 0. Agora, lancamos mao da observagao acima e finalizamos a
prova. 0
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De fato, o Teorema do Valor Intermediario pode ser enunciado na seguinte versao:

Proposigao 4.4. Dados X C R" conexo e f: X — R™ continua, a imagem f(X) C R™
¢ um subconjunto conexo.

]

A proposisao acima, dentre outras coisas, mostra que a conexidade é um invariante
topoldgico.

Proposicao 4.5. Sejam X; C R™; | € L subconjuntos conexos. Se a intersecao ﬂXl
leL
nao € vazia, entao a reuniao U X; € um conjunto conexo.
leL

m

Seja X C R™. Dado x € X, seja C, a reuniao de todos os subconjuntos conexos de X

que contém x. O conjunto conexo C,, é chamado de componente conexa de X que contém
x.

Observagao. A relacao de equivaléncia ”~"sobre X definida por: = ~ y se, e somente
se v € C,, define uma particao de X onde as partes sao chamadas de as componentes
conexas de X.

Exemplo 4.6. As componentes conezas de R? — {(x,y) € R? : zy = 0} sdo: {(z,y) €
R : 2z >0,y >0}, {(z,y) eR? : >0,y <0}, {(z,y) eR*> : <0,y >0}e
{(z,y) eR? : <0,y <0}.

Definicao 4.7. Um subconjunto X C R™ € dito conexo por caminhos quando dados
z,y € X existe v:0,1] — X continua tal que v(0) =z e y(1) = y.

Exemplo 4.8. (a) Todo subconjuto convero X C R™ € conexo por caminhos.
(b) S™ C R™ € conexo por caminhos.
Proposicao 4.9. Se X C R" € conexo por caminhos, entdio X é conexo.
O

Exemplo 4.10. Sejam Y = {0} xR e X = {(t,cos(7)) € R* : t > 0}. X eY sao
conexos e X intersecta Y. De acordo com o exercicio abaizo, X UY € conezo.

Ezercicio. Sejam X,Y C R” subconjuntos conexos. Se XNY # @, entdo X UY é conexo.

Agora, mostremos que a reuniao definida no exemplo acima nao é um conjunto conexo
por caminhos.

Afirmacdo. X UY nao é conexo por caminhos.
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Prova da Afirmagao. Suponhamos que exista v:[0,1] — X UY continua tal que v(0) =
(0,0) e (1) = (2,0). Escrevamos, para cada t € [0,1], y(t) = (z(t),y(t)). Seja to
o supremo dos ¢t € [0,1]; z(t) = 0. Claramente, z(ty) = 0 e, portanto, {; < 1. Pela
continuidade de 7, existe € > 0 suficientemente pequeno e tal que |y(t) — y(to)| < % para
todo ty <t <ty + €. Em particular,

ly(t) —y(s)] < 1

para quaisquer to < t,s < ty + €. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, todo niimero real
no intervalo aberto (0, z(to+¢)) estd na imagem da funcao z restrita ao intervalo (to, to+¢).
Seja n € N suficientemente grande tal que z, = =, 2,4 = m € (0, z(to + €)). Assim,
existem ty < tp,tn11 < to + € tais que z(t,) = z, e x(tps1) = Tpy1. Finalizando a
prova, temos: v(t,) = (z(tn),y(tn)) € X, Y(tnt1) = (@(tns1), y(tas1)) € X e, portanto,
ly(t,) — y(tas1)| = 2, o que é um absurdo. O

Proposicao 4.11. Seja X C R™ um subconjunto aberto. Entao, X é conexo se, e somente
se, X € conexo por caminhos.
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5. Caminhos em R"

Dizemos que uma aplicagao continua v: [a, b] — R"™ é um caminho em R™.
Dado um caminho 7: [a,b] — R", para cada particao P de [a, b]

P a=ty<ti;<---<t, =0,
seja

l(v,P)= Z [v(t:) = vti-1)|l-

Se {l(y,P) : P é particao de [a,b]} ¢é limitado superiormente, entao definimos o com-
primento de 7y por

l(y) = sup{l(y, P) : P é particao de |a,b|}.
Neste caso, dizemos que v é um caminho retificdvel.

Ezxemplo. Seja v:[0,1] — R™ definido por v(t) = A+ (1 —t)B; A, B € R". Neste caso,
l(v) = [A-B.

Ezemplo. Seja :[0,1] — R definida por 7(t) = tcost se t # 0 e v(0) = 0. Claramente,
¢ um caminho em R. Agora, para cada k € N, seja P, a particao de [0, 1] definida por:

2
tOI()?thrl*’i:Z-_? 0<i<k+1,tk+1 =1.
s

Observe que, se 0 < 7 < k + 1 for um nimero impar, entao v(¢;) = 0 e se for um nimero
par, entdo y(t;) = £2. Assim,

(v, P) = Z lv(t:) = vti-1)l
0<i<k+1

i par

> > @)l

1<i<k

o =g
1<i<k
Portanto, v nao ¢é retificavel.
Proposigao. Seja 7:[a,b] — R™ um caminho. Sejam P e @ partigoes de [a,b]. Se @
refina P (isto € P C Q)), entdo
(v, P) <1(7,Q).
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Em particular, se

li P) =
‘Pl‘rgol(% ) =1

entao () = L.

Demonstracao. E suficiente provarmos a primeira afirmagao para P = Q U {q}. Assim,
sendo
P a=ty<ti<--- <ty =0,

existe um unico 0 < ¢ < k tal que i — 1 < g <. Dessa forma,

17, Q) = U(v, P) = [lIv(q) = vl + [[v(t:) = (@l — V() — (o)l

que, pela desigualdade triangular, é nao negativo.
Agora, seja
lim (v, P)=1.
dm (7, P)
Suponhamos que exista uma partigao Py de [a, b] tal que I < (v, Py) e seja € = (v, Py) —1.
entdo existe 6 > 0 tal que ||P|| < d = [ —€ < I(v,P) < |+ ¢, em particular, [(y, P) <
(v, Py). Se tomarmos || P|| < 0 refinando Fp, temos um absurdo. O

Meétrica do Comprimento.

Seja M C R™ um subconjunto conexo por caminhos. Suponhamos que para cada par de
pontos z,y € M existe um caminho retificavel 7: [a, b] — M tal que v(a) = x e y(b) = y.
Definimos dy(x,y) por

dy(x,y) = inf{l(7y) ;v: [a,b] = M é caminho retificavel, v(a) = x,~v(b) = y}.

Afirmamos que dj; define uma métrica em M a qual denominamos métrica do compri-
mento (induzida da métrica euclidiana de R™).

Proposicao. dy; define uma métrica em M.

Demonstrag¢ao. Primeiro, mostramos que dys(x,y) = 0 se, e somente se, z = y. De fato,
se z = y o caminho constante v: [a,b] — M; v(t) = x para todo t, ¢ retificivel e I(y) = 0.
Portanto, dy/(z,z) = 0. Por outro lado, se x # y, como toda partigdo de [a,b] refina
a particao trivial P : ¢y = a < t; = b, tem-se que I(y) > |r — y| para todo caminho
retificavel 7: [a,b] — M tal que y(a) = z e v(b) = y. Portando, dy(x,y) > ||z — y||.

A respeito da simetria da funcao d,;, claramente, nada temos a provar. Antes de
provarmos que dj; satisfaz a desigualdade triangular, consideremos o seguinte

Lema. Seja y:[a,b] — R™ um caminho. Dado c € [a,b], os caminhos vi = v|[a,c] e
Y2 = ¢, b] sdo retificdveis se, e somente se, 7y € retificavel. E, nesse caso,

1) = Um) + ().

Prova do Lema. Uma partigao P de [a,b] contém c se, e somente se P = P, U P, em que
Py e P, sao partigoes de [a, c] e [c, b] respectivamente. Além disso, claramente,

(v, P) =ln, P) + Uy, P).
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Da equacao acima, segue que vy € retificavel se, e somente se, v, e 7, sao retificaveis.
Finalmente, |P| — 0 se, e somente se, |Pi| — 0 e |Py] — 0 e, novamente da equagao
acima,

1(7) = Un) +1(72)-
O

Agora, provemos que d); satisfaz a desigualdade triangular. Para tanto, sejam x,y, z €
M. Dado € > 0, seja 71:[0,1] — M tal que 11(0) =z e v (1) = y e seja y2: [1,2] — M tal
que Y2(1) = y e 12(2) = z satisfazendo

() <dp(z,y)+eelly) <du(y,z)+e

Logo, 7:[0,2] — M definido pela justaposi¢ao de 7, e 72 ¢ um caminho retificivel em M
conectando x a z e, além disso,

dy(z,2) < 1(7)
() +1(72)
< dy(z,y) +du(y, z) + 2.

O
Ezxemplos.
- Todo M C R™ aberto e conexo, admite a métrica do comprimento.
Demonstracao. Fazer. ]

- Dados M C R"™ admitindo a métrica do comprimento e f: M — R™ uma aplicagao
localmente Lipschitz, tem-se que a imagem f(M) C R™ e o gréfico graf(f) C R™ x R™
admitem a métrica do comprimento.

Demonstracao. Exercicio. O
- 5™ admite a métrica do comprimento induzida da métrica de R™*,
Demonstracao. Fazer. O

Um subconjunto M C R™ é chamado uma superficie Lipschitz (de dimensao m) se
para cada x € M existe um aberto A de M contendo x e um homeomorfismo bi-Lipschitz
(com respeito & métrica euclidiana) ¢: A — B(0,1).

- Toda superficie Lipschitz M C R™ admite a métrica do comprimento.

Demonstracdao. Exercicio. O

- Seja f:R — R definida por f(t) = tcos(3) se t # 0 e f(0) = 0. Desde que f ¢
continua, o grafico de f é uma superficie topolégica. Contudo, o grafico de f nao admite
a métrica do comprimento induzida de R x R (veja exemplo no inicio da aula).

- Todo subconjunto algébrico e conexo M C R™ admite a métrica do comprimento.

Demonstracao. Nao fazer. O
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6. O Teorema do Valor médio para
caminhos

Sejam 7:[c,d] — R" e a:[a,b] — R™. Dizemos que a é uma reparametriza¢io de -y, se
existe uma fungao mondétona e sobrejetiva h: [a, b] — [c,d] tal que a = vy o h.
Observacoes.

- h pode nao ser injetiva.

- v é continua se, e somente se, a é continua (veja Exercicio 7?7 no final da aula).

Proposigao. Sejam 7:[c,d] - R™ e a:a,b] — R™. Se o é uma reparametrizacao de 7,
entdo v € retificdvel se, e somente se, a € retificdvel. Nesse caso, l(a) = I(7).

Demonstragao. Seja h:|a,b] — ¢, d] uma fun¢do mondtona e sobrejetiva tal que aw = yoh.
Suponhamos que h seja nao-decrescente.

Primeiro, suponhamos que + seja retificivel. Dada uma partigdo P de [a, b], se existem
ti,tiy1 € P tais que h(t;) = h(ti41), entao P* = P — {t;} é partigao de [a,b] tal que
l(a, P) = l(cr, P*). Assim, para obter [(«), é suficiente considerarmos apenas partigoes P
de [a, b]

P:a=ty< <t =0b

tais que h é injetiva quando restrita a P. Nesse caso, Q = h(P), isto é,
Q : c=h(t) <---<h(ty) =d

define uma particao de [¢, d] e
k
1(v,Q) = Z [ (A(t:)) = v (htiz))|

k
= ZH@(U)—OK(EA)
= l?a,P).

Logo, « é retificavel e [(a) < (7).
Reciprocamente, suponhamos que « seja retificavel. Entao, para cada particao @) de
[67 d]’
Q :c=th< - <t =d,

como h é sobrejetiva, existem

P :a=sy<---<s,=0,
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dados por h(s;) = t;, definindo uma particao P de [a,b] e

k
I(v,Q) = Z”V(tz‘)_V(ti—QH

- Z [7(A(si)) = v(h(si-1))]l

= l(a, P).
Logo, v é retificavel e () < l(a). O
Seja y[a,b] — R™ retificavel. Dizemos que v é parametrizada pelo comprimento de

arco (p.p.c.a.) se para cada t € [a,b], [(V|aq) =t — a.

Teorema. Todo caminho retificavel € a reparametrizacao de um caminho parametrizado
pelo comprimento de arco.

Antes de provarmos o teorema acima, vejamos uma solucao parcial do problema pro-
posto na aula passada.

Problema. Para cada f:S' — R"™ Lipschitz e injetiva, seja M = f(S') e seja n(f,S?)
definido por
dM ('Ta y)

n(fv Sl) = Sup{— DxLY € M7 z 7é y}
|z =yl
Mostre que n(f, S") > g
Solugdo. Seja f:S' — R™ A-Lipschitz e injetiva e seja M = f(S'). Seja ¢: 0, 27| — S?
dada por ¢(t) = (cos(t), sen(t)). Seja a = f o ¢. J& sabemos que « é retificavel, pois ¢ é
retificavel e f é Lipschitz. Sem perda de generalidade, podemos supor a p.p.c.a. e seja
[ =1(a).
Afirmagdo. f:]0,1/2] — R"™ definida por B(t) = «(t + 1/2) — a(t) tem comprimento
(B) <L
Prova da Afirmagao. De fato, seja P uma particao de [0,1/2],
P:0=ty< - <tp=1/2.
Sejq @ a particao de [0,!] definida a partir de P por:
Q o< <t <t1+1)2<--<tlp1+1l/2<trp+1/2=I.

Assim

k
(8, P) = Z 18(t:) — B(ti-1)||

— Z la(t; +1/2) — alts) — altiy +1/2) + a(t; )|

k k
< Z latir) — a(ty)| + Z lati +1/2) — alti-n +1/2)]]
= (o, Q)
< o) =1
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Assim, fica provada a afirmacgao acima.

Vale observar também que existe ty € [0,1/2] tal que ||3(to)|| < I/, pois caso contrério,
pelo Exercicio 7?7 da aula passada, teriamos [(5) > wl/7m = 1.

Finalmente,

1 dy(a(t +1/2),a(t))
n(f,S") > Osgltlg7r o+ 172 o]
- Ssu l/—2 a é c.a
= S, Taen @ o)
l
> 3G
> I
- 2

Como queriamos demonstrar.

Nas condigbes do Teorema acima, seja [ = [(7).

Lema. h:[a,b] — [0,(] definida por h(t) = 1(7|a,q) € continua. Além disso, como h(b) =1,
h ¢ sobrejetiva.

Demonstracao. Claramente, h é uma funcao nao-decrescente. Mostraremos que é sufici-
ente mostrar que h é continua em b. Seja

A = sup h(t).

a<t<b

Afirmamos que A = h(b). Suponhamos que este nao seja o caso, isto é, A < h(b). Seja
0 < 2e < h(b) — A. Desde que 7 é continua, existe 6 > 0 tal que

t—s[ <0 = [v(t) =)l <e
Fixemos ¢ € [a,b) tal que A — e < h(c) < A. Agora, dada uma partigao P de [c, b],
P :c=ty<--- <t =0,

tal que |P| < ¢, temos

(G P) = It =1t + 3 It~ 36

< eVt )
= €+ h(ty_1) — h(c)
< 2e.

Portanto, I(4) < 2€, isto é, h(b) — h(c) < 2¢, o que é uma contradicao. O

Prova do Teorema. Dado s € [0,1], existe t € [a,b] tal que h(t) = s, pois h é sobrejetiva.
Defina «a(s) := ~(t).

Afirmagdo. «:[0,l] — R" estd bem definida.
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De fato, sejam ¢ < t tais que h(t) = h(t'). Queremos mostrar que (t) = (t'). Para
tanto, observemos

h(t) = h(t)+ l(’Y\[t,t’])
> h(t) + [ly(t) = (1)

daf, y(t) = 7(t).

A continuidade de « segue do Exercicio 7?7 da Lista de Exercicios ??7. Finalmente, é
facil ver que a é p.p.c.a.

0
Sejam I C R um intervalo e v: I — R"; ~(t) = (z1(t),...,z,(t)). Se as fungoes
reais, z1(t),...,z,(t) sdo diferencidveis em ty € I, dizemos que 7y é diferencidvel em tg e

denotamos
v (to) = (71(to), - - -, 7, (o))

Quando v ¢é diferenciavel em cada t € I, dizemos que 7y é diferencidvel.
Seja y: I — R™ um caminho diferencidvel. Quando v': I — R"; t +— +/(t), é continua,
dizemos que v é de classe C*.

Desigualdade do Valor Médio. Seja v: [a,b] — R"™ um caminho diferencidvel no aberto
(a,b). Se ||Y (t)|]| < M para todo t € (a,b), entio ||y(b) — y(a)|| < M(b— a).

Demonstracao. Fazer. O

Teorema. Seja v: [a,b] — R™ um caminho de classe C*. Entdo, v € retificdvel e

b
I(y) = / I (0)]dt.

Ezemplo. Seja ¢ : [0,27] — R? definida por ¢(t) = (cos(t), sen(t)). Segue do teorema
acima que [(¢) = 2.

Ezxemplo. Seja x € S™. Entao dgn(z, —x) = w. De fato, primeiro recorremos ao Exercicio
??7 da aula passada para obter que dgn(z, —x) > m. Agora, seja y € S™ tal que < z,y >=
0. Seja af0,7] — S™ definida por a(t) = cos(t)x + sen(t)y. Temos que «(0) = =,
a(m) = —x. Pelo teorema acima, [(«) = 7. Portanto, dg»(z, —x) = 7.
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7. Aplicacoes diferenciaveis

Problema. Encontre os valores extremos da funcao f(x,y) = x+ynodisco D : x?+y* < 1.
Solugao. Fazer.

Sejam U C R™ um subconjunto aberto, p € U e f:U — R. Dado v € R", quando

existe o limite
lim f(p+tv) — f(p)
t—0 t

é chamado a derivada direcional de f no ponto p, na direcao v. Nesse caso, utilizamos a
seguinte notagao:

0 tv) —

OF () i L2+ 10) = J(0)
ov t—0 t

Quando v = e; é um vetor da base canonica a derivada direcional de f no ponto p, na

diregao e;, é chamada uma derivada parcial de f no ponto p.

Exemplo. Seja f:R? — R definida por

po={ % nten o

Temos que f nao é continua no ponto (0,0) enquanto existem as derivadas parciais de f
em (0,0).

Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f:U — R . Dizemos que f é de classe
C' quando em cada ponto de U a funcao f possui todas as derivadas parciais, e estas
derivadas parciais sao funcoes continuas U: — R.

Exemplo. Toda funcao polinomial R — R ¢ de classe C*, pois as suas derivadas parciais
ainda sao fungoes polinomiais.

Proposigao. Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f:U — R uma funcao que possui
todas as derivadas parciais em U. Sep € U € um ponto extremo de f, isto €, f(p) < f(z)
para todo x € U ou f(p) < f(x) para todo x € U, entdo

0 0
a—i(p)z--:a—i(p)zo-

Demonstracao. Fazer. O
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Problema. Encontre os valores extremos da fungao f(x,y) = 22—y? no disco D : 2?+y?* <
1.

solugao. Fazer.

Sejam U C R™ um subconjunto aberto, p € U e f:U — R™. Dizemos que f é
diferencidvel em p quando existe uma aplicacao linear 7:R"™ — R tal que
r(h)

Fp+h) = fp) = Th) + r(h)  Jim Ty = 0. (72)

Vale observar que, com respeito a definicao acima, nao existe mais de uma aplicacao linear
T:R"™ — R™ satisfazendo Nesse caso, denotamos D f(p) =T.

Ezxemplos.

- f:U C R™ — R™ constante = D f(p) = 0 para todo p € U.

- f:R™ — R™ linear = D f(p) = f para todo p € R™.

- Seja f:U C R" — R uma funcao diferenciavel em p € U. Entao, o funcional linear
Df(p):R" — R é dado por

of

~ 9n,

Df(p)(z1,...,25) (p)xl—l—-'-—l—a—xn(p)xn.

Dado um funcional linear T:R"™ — R, sabemos que existe um tnico vetor v € R" tal
que T'(x) =< x,v > para todo z € R™. O exemplo acima, mostra que: dada f:U C R" —
af af
—(p),...,
8x1 al’n

R uma fungao diferencidvel em p € U o vetor V f(p) := ( (p)) chamado o

gradiente de f em p satisfaz:

Df(p)(x) =<z,Vf(p) >, VaeR"

Proposicao. Sejam U C R™ um subconjunto aberto, p € U e f:U — R™ com fungoes

coordenadas f = (f1,..., fn). Entdo, f € diferencidvel em p se, e somente se, as fungoes
coordenadas f, ..., f, sdo diferencidveis em p. Nesse caso, D f(p) € dada por:

Df(p)(z) = (Dfi(p)(x), .., Dfa(p)(z))-
Demonstracao. O

Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f:U — R™. Dizemos que f é de classe C!
quando as suas funcoes coordenadas sao de classe C'. Equivalentemente, f é de classe C*
quando f é diferencidavel em U e a aplicacao Df: U — L(R"™,R™) dada por p — Df(p) é
continua.

Proposicao. Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f:U — R™. Se f é de classe C*,
entdo f € diferencidvel em U.

Demonstracao. Claramente é suficiente provarmos a proposicao acima para o caso m = 1.
Simplesmente para efeito de clareza na prova, suporemos n = 2. Seja p = (x1,25) € U
e seja h = (hy,hy) € R%  Assim, pelo Teorema do Valor Médio para funcoes de uma
variavel, existem 61,0, € (0, 1) tais que

30



Analise no R"” Alexandre Fernandes e Edson Sampaio

r(h) = fp+h)—flp)— <Vf(p)h>
= f(x1+ hi, 22+ he) — f(x1, 29 + ho) + f(z1, 22 + ha) — f(21, 22)

0 0
—8—£($1,9§2)h1 a@(ﬂﬁl,xz)hz
0 0
= f (131 +91h1,$2 +h2)h1 -+ —f(xl,arg +62h2)h
al’l Oz X2
0 0
i(ifbxz)hl - a—gi(ﬂfbxz)hz
logo
r(h) of af hl
7 — =L h ha)hy
of of ho
——(x1, 29 + Osho)ho — —— (1, x2)ho| ——.
[a@( 1, L2 2 2) 2 3x2( 1 2) Z]HhH
r(h)

Desde que as derivadas parciais de f sao continuas, temos —— — 0 quando h — 0. [

[
FEzercicio. Uma aplicacao f:U — definida num aberto U C R™ é de classe C' quando f

é diferenciavel em U e a aplicacao Df: U — L(R™ R™) dada por p — D f(p) é continua.

Uma aplicacio f:U — definida num aberto U C R" é de classe C* quando f é
diferencidvel em U e a aplicacao Df:U — L(R™ R™) dada por p — Df(p) é de classe
Ck-1,

Ezxemplo.
- A aplicagdo X +— det(X), com domimio no conjunto das matrizes reais n X n é de
classe C'°.

Demonstracao. Fazer. O

- A aplicacao X — X!, com domimio no conjunto das matrizes reais e invertiveis
n X n é de classe C'°.

Demonstracao. Fazer. ]

Regra da Cadeia. Sejam U C R™ um subconjunto aberto, a € U e f:U — R™ uma
aplicagao diferencidvel em a. Sejam V C R™ wum subconjunto aberto contendo f(U) e
g:V = RP uma aplicagdo diferencidavel em f(a). Entao, a composi¢iao go f é uma aplica
cao diferencidvel em a e D(go f)(a) = Dg(f(a))Df(a).

Demonstragao. Sejam

r(h)

fla+h)=fla)+Th+rh), Va+theX com lim- = =0
=0 (|2
(§]
g(b+w) =g(b)+ Sw+s(w), Vb+we X com lim S(w)_o’

w0 Jw]]
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em que b= f(a), T = Df(a) e S = Dg(b). Fagamos u = f(a + h) — f(a) e, daf:

g(fla+h)) = glu+ f(a))
= g(f(a)) + Su+s(u)
= g(f(a))+ STh+ Sr(h)+ s(u)

Agora, desde que lin% T|(—w||) = 0, e existe k > 0 tal que |u| < k|h| para h suficientemente
w—r w
Sr(h
pequeno, temos ,lfi% ﬁ = ( e portanto, }lg% W =0.

Assim, concluimos que go f é difer. em a com D(gof)(a) = ST = Dg(f(a))Df(a). O

Desigualdade do Valor Médio.Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f:U — R™
uma aplica¢ao diferencidvel em cada ponto do segmento de reta (a,b) C U e continua no
segmento fechado [a,b] C U. Se ||Df(z)|| < M para todo x € (a,b), entao ||f(b)— f(a)]| <
Mo — al.

Corolario. Sejam U C R™ um subconjunto aberto e conexo e f:U — R™ uma aplica¢ao
diferencidvel em U. Se Df(x) =0 para todo x € U, entao f € constante.
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8. Teorema da Aplicacao Inversa

Sejam U, V' C R" subconjuntos abertos e f: U — V uma bijecao diferencidvel com inversa
g:V — U. Quando g também é diferenciavel, dizemos que f é um difeomorfismo. Pode
acontecer, de g nao ser diferencidvel, esse é o caso do exemplo f:R — R; f(z) = z3.
Quando a inversa g: V' — U também é diferenciavel, tem-se, necessariamente, que D f(x)

é um isomorfismo linear para todo x € U, pois go f(z) = = implica, pela Regra da Cadeia,
que Dg(f(x))Df(x) = 1.

Proposicao. Sejam U,V C R"™ subconjuntos abertos e f:U — V um homeomorfismo
diferencidavel com inversa g:V — U. Seja x € U tal que D f(x) é um isomorfismo linear,
entao g € diferencidvel em y = f(x) e Dg(y) = [Df(z)]~".

Demonstrag¢ao. Sejam y = f(x) e y + w = f(x +v). Logo, w = Df(x)v + r(v) com
ﬁ — 0 quando v — 0. Observe que v = g(y + w) — g(y) e, definindo
v

s(w) = gy +w) — g(y) — [Df(x)]  w,

obtemos % = [Df(x)]1%

r(v
Resta-nos mostrar que H(_ — 0 quando w — 0. Para tanto, desde que D f(z) é um
w

isomorfismo linear, existe ¢ > 0 tal que || D f(z)v]| > ¢||v|| para todo v € R™ e, desde que

1
—7|n|(v||) — 0 quando v — 0, existe ¢ > 0 tal que [lv]| < ¢ implica 7|ﬂ|(—v“ < 3¢ Logo, para
" v
|v]| < 6, temos
lwll_ If@+v) — f@)]
0] o]
IDf(z)v +r)]
o]
v lr@)l
[1Df () —
o] o]
- 1
—c
2
e, portanto,
rw) _r) el
lwll ol lwl]
quando w — 0. =
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O resultado que apresentamos abaixo, conhecido como o Teorema da Aplicacao In-
versa, ¢ suficientemente esclarecedor quanto as questoes naturais que surgem a partir do
que foi exposto acima.

Teorema da Aplicacao Inversa.Sejam U C R"™ um subconjunto aberto e f:U — R
uma aplicagdo de classe C'. Seja a € U tal que Df(a) é um isomorfismo linear. Entdo,
existem W C U aberto contendo a e V-C R™ aberto contendo y = f(a) tais que f: W — V
¢ um difeomorfsimo de classe C*.

Demonstragao. Antes de tudo, notemos que, desde que D f(a) é um isomorfismo linear,
existe ¢ > 0 tal que || D f(a)v| > c||v]| para todo v € R™ e, desde que D f é uma aplicagao
continua, podemos supor (diminuindo o aberto U se necessario) que D f(x) é um isomor-
fismo linear em todo x € U.

Afirmagdo 1. Existe uma bola fechada Bla,d| tal que f é injetiva em Bla, d].

De fato, escrevendo

f(x) = fla) + Df(a)(x — a) +r(z — a)

temos que h(x) = r(r—a) é uma aplicagao de classe C'! definida em U, que possui derivada

1
nula no ponto z = a. Logo, existe 0 > 0 tal que ||z — a|| < ¢ implica || Dh(z)|| < 3¢
Assim, dados z,y € Bla,d], temos

17@) ~ 7l = IDF(@)w— ) +h(x) — h(y)
> |Df(@)e — )l - () ~ b
> cllr—yll ~ el —yl

Lol — ]
= —c|lz—vy|.
2 y

Logo f é injetiva em Bla, d] e fica provada a afirmagao.

Na verdade, f : Bla,d] — f(Bla,d]) é um homeomorfismo com inversa Lipschitz, pois
se u,v € f(Bla,0]), entdo existem x,y € Bla,d] tais que u = f(x) e v = f(y). Assim,
sendo g = (f|B[a,5])_1, temos

lo(w) = g}l = lle =yl < 217) ~ f)ll = 2llu o]

Agora, seja W = B(a,0).

Afirmagdo 2. A imagem V = f(W) é um subconjunto aberto de R".

De fato, seja zp € V e seja xp € W tal que f(z9) = 2. Como f é injetiva no
conjunto W, a distancia d = d(zp, f(OW)) é um ntmero real positivo. Seja 0 < 2r < d.
Mostraremos que B(zp,7) C V. Com efeito, dado z € B(zp, ), seja p ponto minimo da
funcao

oW =R

34



Analise no R"” Alexandre Fernandes e Edson Sampaio

dada por ¢(z) = || f(z) — z]||. Se tivéssemos p € OW , terfamos

120 — f(p)

20 — 2| + [ f(p) — =]
r+ ¢(p)

7+ ¢(0)

2r

d(zo, f(OW))

VAN VANRVANRN VAN VAN

o que é um absurdo. Portanto, p esta no aberto W e, dai,

99
8:101-

(p)=0V i=1,...,n

Isto é,
< Df(pei, flp)—z>=0V i=1,...,n.

Desde que Df(p) é um isomorfismo, f(p) = z. Fica provada a afirmacao.

Finalmente, resta-nos mostrar que a inversa g:V — W ¢é de classe C'. Para tanto,
recorremos a proposicao acima para obter que g é diferenciavel e Dg(y) = Invo D fog(y)
para todo y € V', em que Inv é a aplicagao com domimino no conjunto das matrizes reais
e invertiveis de ordem n, ou seja, Dg ¢ uma composicao de aplicacoes continuas. O
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9. Forma Local das Submersoes e
Imersoes

Ezemplo. Sejam T,S:R"™™ — R™ aplicacoes lineares sobrejetoras. Entao, existe um
isomorfismo linear ¢: R™*" — R™*" tal que S =T o .

Demonstracao. Seja ey, ..., e, uma base de R™. Seja v1,...,Um, ..., Unin base de R™H"
tal que T'(v1) = er,...,T(vm) = em € T(Vpt1) = -+ = T(Vmyn) = 0 também seja
Uy ooy Uy -+ oy Uy base de R™ tal que S(ui) = e1,...,5(Um) = €m € S(Upi1) =
oo = S(Umin) = 0. Seja R™T — R™" jsomorfismo linear definido por ¢(v;) = u; para
1=1,...,m+n. Entao, So¢p ="1T. O

Sejam U,V C R™ abertos, f:U - R™ e ¢g:V — R™. Sejam a € U e b € V. Dizemos
que (f,a) é R-equivalente a (g,b) (por mudanga de coordenadas de classe C*), se existem

abertos U; C U, contendo a, Vi C V, contendo b e um difeomorfismo de classe C*
¢: Vi — Uy tal que f o ¢(x) = g(z) para todo = € Vi e ¢(b) = a.

Observagao. A R-equivaléncia acima, define uma relacao de equivaléncia.

Forma Local das Submersées. Sejam U C R™™ um subconjunto aberto, f:U — R™
uma aplicagio de classe C* (k > 1). Seja a € U tal que Df(a):R™™ — R™ € uma
aplicagao linear sobrejetiva e seja L: R™ x R™ — R™ a projecao afim, L(z,y) = z + f(a).
Entao (f,a) é R-equivalnete a (L,0) (por mudanga de classe C*).

Demonstrag¢ao. Primeiro, deixe-nos supor que f(a) = 0. Seja E C R™™™ um complemento
linear de ker(Df(a)), isto é, R™™ = E@ker(Df(a)). Em particluar, Df(a) aplica
E isomorficamente sobre R™.Denotemos a inversa de Df(a): E — R™ por T. Desde
que a dimensao de ker(Df(a)) é n, existe uma aplicagao linear injetiva S:R" — R™*"
cuja imagem é ker(Df(a)). Agora, seja H:R™ x R" — R™" definida por H(x,y) =
T(z) + S(y) + a e seja U = H Y (U). Desde que H é um isomorfismo afim, U é um
subconjunto aberto com 0 = H~'(a) € U. Finalmente seja F:U C R™ x R* — R™ x R"
dada por F(z,y) = (f(H(x,y)),y). Claramente, a derivada DF(0): R™ x R* — R™ x R"
é um isomorfismo linear, pois DF(0) = (Igm, Ign). Logo, existe W C U aberto contendo
0 tal que V' = F(W) é um subconjunto aberto de R™*" ¢ F: W — V é um difeomorfismo
de classe C*. Denotando a inversa de F: W — V por ¢, de F o ¢(x,y) = (z,y), obtemos
que f(H o ¢(z,y)) = .

No caso geral, isto é, ndo supondo que f(a) = 0, seja g(x) = f(x) — f(a). Como
Dg(a) = Df(a) e g(a) = 0, temos abertos U; C U contendo a ¢ V; C R™ x R™ contendo 0
e um difeomorfismo ¢: V; — Uy, com ¢(0) = a e g(¢o(x,y)) = x para todo (z,y) € Vi, isto
é, f(po(z,y)) = 2+ f(a) para todo (z,y) € V;. Consequentemente, (f,a) é R-equivalente
a (L,0) por mudanca de classe C*. O
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Sejam U C R™ um aberto e f:U — R™. Dizemos que f é uma submersdo de classe
C*, quando f é uma aplicacao de classe C* tal que D f(x):R® — R™ é sobrejetiva para
todo x € U.

Corolario. Sejam U C R™ um aberto e f:U — R™ uma submersdo de classe C* (k> 1).
Entao, para cada a € U, (f,a) é R-equivalente (L,0), em que L: R™ x R"™™ ¢ a projecao
afim L(z,y) = = + f(a). Em particular, f é uma aplica¢iao aberta e, para cada ¢ na
imagem de f, o subconjunto f~'(c) C U é uma superficie topoldgica de dimensdo n —m.

Ezemplo. Sejam T, S: R™ — R™" aplicacoes lineares injetivas. Entao, existe um isomor-
fismo linear ¢: R™*™™ — R™" tal que S = oT.

Demonstragao. Fixemos uma base {e1,...,enin} de R™™. Seja {v1,...,v,} base de
R™ tal que T(vy) = eq,...,T(vm) = en. Desde que S(vy),...,S(vy,) sdo linearmente
independentes, existe um isomorfismo linear pR™*" — R™*™ tal que 1(e;) = S(v;) para
t=1,...,m. Entao, oT = 5. O

Sejam U C R™ aberto, f,g:U — R™. Seja a € U. Dizemos que (f,a) é L-equivalente
a (g,a) (por mudanca de coordenadas de classe C*), se existem abertos U C U, contendo
a, Vi,Vo CR™, contendo f(U) e g(U) respectivamente, e um difeomorfismo de classe C*

¢: Vi — V5 tal que ¢ o f(x) = g(z) para todo z € U.

Forma Local das Imersoes. Sejam U C R™ um subconjunto aberto, f:U — R™™ yma
aplicacio de classe C* (k> 1). Seja a € U tal que Df(a):R™ — R™" ¢ uma aplicagdo
linear injetiva e seja J:R™ — R™ x R™ a imersao linear, J(x) = (x,0)). Entao (f,a) €
L-equivalnete a (J,0) (por mudanca de classe CF).

Demonstra¢ao. Sejam E C R™™™ a imagem de Df(a) e F C R™™™ o seu complemento
linear. Temos um isomorfismo linear S:R"™ — F. Seja F:R™ x R™ — R™™" dada por
F(z,y) = f(z)+ S(y). Claramente, DF'(a,0): R™ x R" — R™*" é um isomorfismo linear,
assim, pelo Teorema da Funcao Inversa, existem U C U aberto contendo a, W C R
aberto contendo 0, V' C R™*" aberto contendo F(a,0) e um difeomorfsimo de classe C*
oW — UxV; ¢po F(x,y) = (x,y) para todo (z,y) € U x V. Em particular, fazendo
y =0, ¢o f(zx)=(z,0) para todo = € U. O]

Sejam U C R™ um aberto e f:U — R™. Dizemos que f é uma umersao de classe
C*, quando f é uma aplicacao de classe C* tal que D f(z): R™ — R™ & injetiva para todo
rel.

Coroldrio. Imersoes de classe C* (k > 1) sao aplicacoes localmente injetivas.

Leitura recomendada: Teorema do Posto e consequéncias. (Curso de Anélise Vol 2, a
partir pagina 300).
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10. Lema de Morse e Teorema da
Aplicacao Implicita

Sejam U C R"™ um subconjunto aberto e f:U — R uma funcao de classe C?. A forma
2

quadrética Hy(z) definida pela matriz ( (x)) é chamada hessiana de f no ponto z.

c%zﬁxj

0 f
c%zﬁxj

Obs. Decorre do Teorema de Schwarz que a matriz ( (x)) é simétrica.

Um ponto critico p € U de f é dito ndo-degenerado quando a matriz de Hy(p) possui
determinante nao-nulo.

Prosseguimos com mais aplicacoes do Teorema da Funcao Inversa.

Lema de Morse. Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f:U — R uma funcao de
classe C* (k > 3). Seja p € U um ponto critico ndo-degenerado de f. Entdo, (f,p) é
R-equivalente a (Q,0) (por mudanca de classe C*~2) em que Q:R™ — R € dada por

Quts - i) = =4 = =+ o 4
e r = numero de autovalores negativos da hessiana de f no ponto critico p.

Demonstra¢ao. Suponhamos que p = 0 e f(p) = 0. Pelo Exercicio 7?7 da Lista de
Exercicios 77, podemos escrever

flz) = Zfﬂjhij(l‘)

1
em que h;;: U — R sdo fungoes de classe C*~2. Trocando, h;; por §(h,~j + hji), podemos
supor que h;; = hj;, isto é,

flz) =< H(z) z,x >

para todo z € U com H(x) = (h;;(z)). Por hipétese, a matriz H(0) ¢é invertivel, logo,
para cada z € U, podemos considerar A(z) = [H(0)]"*H(z). Seja ¢ > 0 suficientemente
pequeno; para todo x € B(0,¢) C U existe uma unica matriz B(z) préxima da ma-
triz identidade e tal que B(z)*> = A(z) (veja Exercicio 7?7 da Lista de Exercicios 77).
Diminuindo € se necessario, verifica-se que



para todo x € B(0,¢€). Portanto,
f(z) =< H(0)B(z) -z, B(z) - >

para todo x € B(0,¢). Agora, seja ¢: B(0,¢) — R" dada por ¢(z) = B(x) - x. Desde
que D¢(0) = I, pelo Teorema da Funcao Inversa, existe um aberto V' C R™ contendo 0 e
tal que ¢: B(0,¢) — V ¢é um difeomorfismo de classe ¢*=2. Seja ¢:V — W a inversa de
¢: B(0,¢) — V. Entao,

f((y)) =< H(0) - y,y >

para todo y € V.
Finalmente, o resultado segue do Teorema de Silvester para formas quadraticas. [

Corolario. Sejam U C R"™ um subconjunto aberto e f:U — R uma funcgdo de classe C*
(k> 3). Seja p € U um ponto critico de f.

1. Se todos os autovalores de H(p) sdo positivos, entio p é um ponto de minimo local

de f.

2. Se todos os autovalores de H¢(p) sdo negativos, entdo p € um ponto de mdximo local

de f.

Teorema da Fungao Implicita. Sejam U C R™t" = R™ x R™ um subconjunto aberto e
f:U — R™ uma aplicagdo de classe C* (k > 1). Sejam fi,..., f. as fungdes coordenadas
de f ep=1(a,b) € U com f(p) =c. Se a matriz

dfi
y;

-] (j=1,...,n)

¢ 1nvertivel, entao existem Z C U aberto contendo p, V. C R™ aberto contendo a e
¢:V — R" de classe C%, com ¢(a) =b e tal que

fenz
€ o grafico de ¢.
Demonstracao. Fazer. O

Corolario. Nas condigoes do teorema acima, T,(f~*(c)) é um subespago vetorial de R™ "
de dimensio m. Em particular, T,(f~'(c)) = ker(D f(z)).

Demonstracao. Fazer. O
Método do Multiplicador de Lagrange. Sejam U C R"™ um subconjunto aberto,
f:U — R uma fungao de classe C*, p € U tal que V f(p) # 0. Seja g: U — R uma funcaio
diferencidvel. Se p € f~Y(c) 1im ponto extremo local da restri¢io de g ao conjunto f~1(c),

entao existe A € R tal que Vg(p) = AV f(p).

Demonstragdo. E facil ver que Dg(p)v = 0 para todo v € T,(f~'(c)). pelo coroldrio
acima, ker(Df(p)) C ker(Dg(p)) e, portanto, existe A € R tal que Vg(p) = AV f(p). O
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Ezxemplo. Seja f(x1,...,x,) =21+ -+ x, eseja g(xy,...,2,) =x1---x,. Dadoa € R
positivo, sejam I = [0,a] x ...[0,a] o cubo em R™ de arestas [0,a], e p € I o ponto de
maximo da restricao de g a I N f~!(a). Como g vale zero na fronteira de I, temos que
p esta no interior de I. Pelo método do multiplicador de Lagrange, existe A € R tal que
Vg(z) = AV f(z), isto é, p = (%,...,2). Concluimos que, dados z, ..., z, nimeros reais
positivos,

T1F -t T

n

> nxl...xn

e, vale a igualdade, sss 1 = -+ = x,,.
Falar sobre o espago tangente T,,f~!(c). Comentdrio sobre o método do multiplicador
de Lagrange.
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11. Swuperficies de classe Ok

Seja M C R"™ um subconjunto. Uma apicacao f: M — R? é dita diferencidvel de classe
C*) se: para cada ponto x € M, existem U C R™ um subconjunto aberto que contém x e
F:U — RY diferencidvel de classe C* tais que Fuam = funm.

Propriedades.

1. Seja M C R™ um subconjunto. Nesse caso, a aplicacao identidade M — M é uma
aplicacao de classe C'*°.

2. Sejam M C R™ e N C R? subconjuntos. Se f: M — N e g: N — R™ sao aplicagoes
de classe C*, entdao g o f: M — R? é uma aplicacao de classe C*.

Definigao 11.0.1. Sejam M C R™ e N C RY subconjuntos. Dizemos que M é C*-
difeomorfa a N se existe uma aplicacdo de classe C* M — N com inversa N — M
também de classe C*.

Exemplos.
22y 22
1. A esfera S? 6 C*-difeomorfa ao elipséide {(z,y, 2) | ateta= 1} coma,b,c > 0.
2. Para qualquer x € S, tem-se que S \ x é C*°-difeomorfo a R".
3. Para qualquer x € R™, tem-se que R" \ z ¢ C*-difeomorfo a S"~! x R.
4. S? nao ¢ difeomorfo a S* x St.
5. R nao é difeomorfo a {(x,y) | * = y3}.
6. O grafico z = /22 + 92 nao é difeomorfo ao grafico z = x? + 2.

Em muito breve, voltaremos para justificar a maior parte das afirmacoes acima.

Definicao 11.0.2. Seja M C R™. Dizemos que M é uma superficie de classe C* e de
dimensao m se: para cada x € N existe um subconjunto aberto U C R"”, contendo x, tal
que U N M ¢é difeomorfo a um aberto de R™. Nesse caso, denotamos dim M = m.

Exemplos e propriedades.
1. Subconjuntos abertos de R* sdo superficies de classe C* e de dimensao k.
2. S® c R"*! ¢ superficie de classe C™ e de dimensao n.

3. Sejam M C R™ e N C R* subconjuntos. Se M é C*-difeomorfo a N, entdao M é
superficie de classe C* se, e somente se, N o é.
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4. Se M C R" e N C R saosuperficies de classe C*, entao M x N é uma superficie
de classe C* e de dimensao dim M + dim N.

5. Seja M C R™ um subconjunto. Se f: M — R? é uma aplicacao de classe C*, entao
o grafico de f é C*-difeomorfo a M. Em particular, se M é superficie de classe C*
e de dimensao m, o grafico de f também o é.

A aplicagao derivada

Seja M C R™ um subconjunto e seja f: M — RY uma aplicacao de classe C*. Para
cada z € M, objetivamos definir a derivada de f em x (denotada por d, f). Sabemos que
existem U C R™ um subconjunto aberto que contém z e F: U — R diferencidvel de classe
CF tais que Funym = funam. Assim, naturalmente, veremos d, f como uma restricao da
aplicacdo linear d, F: R® — R* a algum subconjunto de R”. A seguir, veremos o dominio
natural para d, f.

Espcos tangentes
T.M ={veR"|v=+(0); v:(—¢,e) = M e~(0) =z}

O conjunto T, M, definido acima, é conhecido como o espaco tangente a M no ponto x.
Exemplos

1. Se U C R* é um subconjunto aberto, entao T,U = R*.

2. Veremos que T,S" = {v € R"™! < v,z >=0}.

3. To,0{z* =y} é igual ao ponto {(0,0)}.

4. Ton{z = /2% +y2} é o ponto (0,0,0).

Entao, dizemos que a derivada de f no ponto x € M ¢é a aplicacao

dpf: T, M — R?

dada pela restricao de d,F a T,M. Vale observar que a definicao dada independe da
esolha da funcao F'.

Proposicao 11.1 (Regra da Cadeia). d,(go f) = dfmygod.f.

Proposicao 11.2. Sejam M C R" e N C R* subconjuntos. Se f: M — N ¢é um difeo-
morfismo de classe C* com inversa g: N — M, entdo, para cada v € M com y = f(x),
tem-se que:

d.f(I,M)=T,N ed,g(T,N)=T,M.

Proposicao 11.3. Para toda superficie de classe C* M C R™ de dimensdo m, tem-se
que ¥V x € M T, M C R"™ é um subespaco vetorial de dimensao m.

Como algumas aplicacoes da tltima proposicao citada acima, vé-se que z? = 3® nao
é difeomorfo a R, pois T(g0){z*> = y*} ¢ igual ao ponto {(0,0)} enquanto T,R = R para
todo x € R. Também, vé-se que {z = \/22 + y2} nao é difeomorfo a {z = 2 + y*}, pois
T00{z = \/2? + y?} é o ponto (0,0,0) enquanto T,{z = z* + y*} C R?® é um subespago
vetorial 2-dimensional para todo ponto p no conjunto.
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12. Conjuntos no R" de medida
nula

Um subconjunto X C R" tem medida n-dimensional nula se para cada € > 0 existem
retangulos abertos Ry, ..., Ry,... C R" tais que

X C U Ry, e Zvoln(Rk) < e
k=1 k=1

Observacao. Obtemos uma definicao equivalente a definicao acima se substituirmos a
palavra retangulos por cubos e\ou a palavra abertos por fechados (c.f. Livro Texto).

Proposicao. Sejam Xi,..., Xy, ... subconjuntos de R" de medida n-dimensional nula.

Entao, U X tem medida n-dimensional nula.
k=1

Demonstrac¢do. Dado € > 0, seja R¥ ... RF ... cobertura de X por retangulos tais

(o.9]

€

que Zvoln(Rf) < o Entao, {Rf};ren é cobertura de X por retangulos tais que
i=1

oo

Z vol,,(RF) < ¢ O

k=1

Ezxemplos.
- Todo X C R"™ enumeravel tem medida n-dimensional nula.

- Dado X C R" com medida n-dimensional nula, X x R™ é um subconjunto de R™*"
com medida (m + n)-dimensional nula. Em particular, X x Y tem medida (m + n)-
dimensional nula para todo Y C R™.

Demonstracao. Q = {q1,...,qx,...} C R™ subconjunto denso. Para cada k, seja By C
R™ um cubo com centro em g e aresta de comprimento 1, em particular vol,,(By) = 1.
Também, para cada k, seja X = X x Bj. Agora, dado € > 0, sejam Ry,...,R;, ...
retangulos abertos em R" tais que

(o) (o ¢]
X C U R, e Zvoln(Ri) <e.
i=1 i=1
Assim, para cada k, temos retangulos abertos Ry X By, ..., R; X By ... em R™™ tais que

Xx By C|JRix By e Y v0lyn(Ri X By) <.

i=1 i=1
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Concluimos que X X By, tem medida (m + n)-dimensional nula, para todo k € N. Desde
que

X xR™=|JX x By,
k=1

obtemos o desejado. O]

Proposicao 12.1. Seja X C R™ x R um subconjunto fechado. Para cada t € R, seja
Xy ={zx eR" : (z,t) € X}. Se Xy C R" tem medida n-dimensional nula, para todo
t € R, entio X C R™ x R tem medida (n + 1)-dimensional nula.

Demonstracdo. E suficiente considerarmos X compacto. Como X é compacto, existem
a < b tais que X C R" X [a,b]. Agora, fixado t € [a,b] e fixado A C R™ aberto contendo
X, existe € > 0 tal que X N[R™" X (t—¢,t+¢€)] C Ax (t—¢,t+€). De fato, caso contrario,
teriamos uma seq. t; — t e, utilizando a compacidade de X, teriamos uma seq. z; — x
com x € X;; x; ¢ A para todo i. Desde que A C R"™ é um subconjunto aberto, z € A. O
que contradiz X; C A.

Dado € > 0, para cada t € [a,b], sejam R}, ... R....
que

X; C GRf e ivoln(Rf) <
i1

i=1

retangulos abertos em R™ tais

Pelo que vimos acima, existe um intervalo aberto I; C R com centro em ¢ tal que X N
(R"x I,) C Ay x I em que Ay = |J;°, Rl Seja P :a =1y < --- < {; = b uma partigao
de comprimento |P| menor do que o nimero de Lebesgue da cobertura acima de [a, b].
Assim, para cada t = 1,...,l — 1, existe s; € [a, ] tal que

XN (Rn X [ti,tﬂ_l]) C Asi X [tiati+1]'

Assim
-1 oo -1 oo

X C U U Ry X [ti,tisa] e ZZUOZ”“ Ry X [ti, tis1]) < e

i=1k=1 i=1 k=1

- Todo subespaco afim de R", diferente de R", tem medida n-dimensional nula.

Demonstracao. E suficiente provar que todo subespaco afim A C R™"! de dimensao n
tem medida nula. Faremos isso por inducao sobre n. Desde que todo ponto x € R define
um subconjunto com medida 1-dimensional nula, o resultado vale para n = 0. Seja n
um interio positivo. Assuma que o resultado valha para inteiros menores do que n. Seja
A C R™! um subespaco afim de dimensao n. Logo existe f: R" — R uma aplicacao afim
tal que A C R" x R é o grafico de f. Portanto, A; = {x € R™ : (z,t) € A} é o subespago
afim de R"™ definido por {z € R™ : f(x) = t}. Por hipdtese de indugao, A; tem medida
nula para todo t € R. Pelo que vimos acima, qualquer parte compacta de A tem medida
nula e, portanto, A tem medida nula. O

Proposicao. Sejam X C R" e f: X — R" uma aplicacao Liscphitz. Se X C R™ tem
medida m-dimensional nula, entio f(X) C R™ tem medida m-dimensional nula.
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Demonstragio. Seja x € X e seja K C R" um cubo aberto de aresta N e contendo z.
Sendo ¢ constante de Lipschitz de f, temos f(X N K) contido em um cubo aberto K em
R™ de aresta cy/nN (portanto vol,(K) < [¢y/nN]™). Em particular, temos uma constante

a = [cy/n]™ independente de K tal que vol,(K) < avol,(K). Agora, dado € > 0, sejam
Ky,...,K;, ... cubos abertos tais que

X C GKi e ivozn(m) < g
=1 =1

Seja J C N tal que i € J se, e somente se, K; intersecta X. Entao,

fx) cl K

ieJ

Zvoln( () < aZvoln(Ki)

ieJ icJ

o ivoln([(i)
i=1

< €.

IN

]

Corolario. Sejam X C R" e f: X — R™ uma aplicagao localmente Liscphitz. Se X C R™
tem medida m-dimensional nula, entio f(X) C R™ tem medida m-dimensional nula.

Corolario. Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f:U — R™ uma aplicacdo de classe
Cl. Se X C R™ tem medida m-dimensional nula, entio f(X) C R™ tem medida m-
dimensional nula.

Corolario. Sejam X C R™ e f: X — R"™ uma aplicacao localmente Liscphitz. Se m < n,
entdo f(X) C R™ tem medida m-dimensional nula.

Corolario. Seja X C R™ um superficie Lipschitz de dimensao menor do que n. FEntao,
X C R" tem medida m-dimensional nula.
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13. Teorema de Sard

O objetivo desta secao é apresentar uma prova do Teorema de Sard, o qual enunciamos a
seguir.

Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f: U — R™ uma aplicacao diferenciavel. Um
ponto x € U é chamado ponto singular de f se a aplicagao linear D f(z):R"™ — R™ nao
é sobrejetora. O subconjunto de U formado pelos pontos singulares de f é denotado por

Sing(f).

Teorema de Sard. Sejam U C R™ um subconjunto aberto e f:U — R™ uma aplica¢ao
de classe C*. Entdo, f(Sing(f)) C R™ tem medida m-dimensional nula.

Antes de iniciarmos uma prova do Teorema de Sard enunciado acima, vejamos uma
prova da sua versdo mais simples (versao em uma varidvel real) enunciada e provada
abaixo.

Lembramos que um subconjunto M C R ¢é dito de medida nula quando para cada

[e.e]

¢ > 0 existe uma familia de intervalos {/;}jen tais que M C U,y 1j e Z |1;] < €, em
j=1
que |I;| denota o comprimento do intervalo [;.

Usaremos que uma reuniao enumeravel de conjuntos de medida nula ainda é um con-
junto de medida nula; resultado visto na se¢ao anterior para um contexto mais geral ainda,
a saber, para subconjuntos de R™.

Teorema de Sard versao baby. Seja f:R — R wuma funcio de classe C%. Seja
Cr={x€eR : f'(x)=0}. Entao, f(Cf) tem medida nula.

Demonstragao. Seja K, = [-n,n]; n € N. O objetivo é mostrar que f(K, N Cf) é um
conjunto de medida nula. Pela féormula de Taylor, existe uma contante M > 0 tal que

|[f(z) = f(a)] < M|z — af*

para quaisquer € K, e a € K, N Cy. Agora, para cada inteiro A > 0, considere uma

particao de K, em subintervalos de comprimento Zn Seja J um desses subintervalos;
8 2
JNCs # 0. Pela desigualdade acima, o comprimento de f(.J) nao supera M % Desde

que existem nao mais do que A desses subintervalos, conclui-se que f(K,NCY) estd contido
8Mn?
T

em uma reuniao finita de intervalos cuja a soma dos seus comprimentos nao supera
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Fazendo A — +o00, conclui-se que f(K,NC}) é um conjunto de medida nula. Finalmente,
desde que
f(Cp) =] FEK.NCy),

neN

o teorema esta provado. ]

Prova do Teorema de Sard. Consideremos a seguinte notacao: A”(f) é o subconjunto de
U formado pelos pontos x € U tais que todas as derivadas paraciais de f, de ordem até
r, se anulam em z.

Observe que
Sing(f) > ANf) D DA (f) D

Afirmag&o 1. Se m(r+1) > n, entao f(A"(f)) C R™ tem medida m-dimensional nula.
Afirmagdo 2. f(A'(f)) C R™ tem medida m-dimensional nula.

Antes de provarmos as afirmacoes acima, mostaremos como utilizd-las para concluir
uma prova do Teorema de Sard.

Seja P(r) C U formado pelos pontos x € U em que D f(x) tem posto 0 < r < m. Nosso
problema estd reduzido a mostrar que: para cada a € P(r) existe uma bola B = B(a, €) tal
que f(P(r)NB) C R™ tem medida m-dimensional nula. Pelo Teorema da Fungao Inversa,
existem abertos V' C U contendo a, W C R" x R"™" contendo b e um difeomorfismo de
classe C® ¢: W — V tal que fod(t,y) = (t, g(t,y)) para todo (t,y) € W. Denotando por
W, o conjunto dos pontos y € R"™" tais que (t,y) € W, temos uma aplicacao de classe
COO

g Wy — R™"

definida por (¢:(y) = g(t,y)). Daqui por diante, troquemos V' por uma bola compacta
centrada em a. Agora, observe que x € V N P(r) (com ¢(t,y) = x) se, e somente se, as
derivadas parciais, de ordem 1, da aplicagao g; com respeito as variaveis vy, ..., Yn_, S€
anulam em y, ou seja, se, e somente se, y € A'(g;) (em particular P(r) NV é compacto).
Portanto, o conjunto compacto f(VNP(r)) é formado pelos pontos (¢, z) € R" x R™™" tais
que z € g;(A'(g;)). Por outro lado, pela Afirmagao 2, temos que cada g;(A'(g;)) C R™™"
tem medida (m—r)-dimensional nula e, pela Proposi¢ao[12.1] segue que f(VNP(r)) C R™
tem medida m-dimensional nula.

Prova da Afirmacao 1. E suficiente provar que para cada cubo fechado K C U, f(A"(f)N
K) C R™ tem medida m-dimensional nula.

FEzercicio. Existe uma constante positiva ¢ > 0 tal que para todo x € K N A"(f) e todo
y € K, tem-se
1f(z) = @Il < cllz =yl

Seja [ o comprimento da aresta de K. Consideremos uma particao de K em N" cubos

l
Ky, ..., Kyn de arestas de comprimento — e seja J o subconjunto de {1,..., N} formado

pelos indices i's tais K; intersecta A"(f). Portanto, dados z,y € K;; i € J, tem-se

1 (VR
1 () = F)ll < 27 e[ =]
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Assim, f(K;) estd contido em um cubo m-dimensional C; C R™ de aresta no méximo

¢(£)™1, em que ¢ independe de N, em particular,

[
UOlm(CZ) S E(N)m(r—i—l)

> woly,(C;) < @mr T Ny,

Desde que n — m(r + 1) < 0, temos que f(K NA"(f)) C R™ tem medida m-dimensional
nula.

Prova da Afirmagao 2. Podemos escrever
r—1
AN = U CHNIVAT(S) emque CH(f) = A*(f) — A(f).
k=0

Seja x € C*(f). Assim existe uma derivada parcial de f de ordem k, digamos DF, tal
k

oD
que a—(x) # 0. Sem perda de generalidade, podemos supor i = 1. Seja U: — R" dada
T

por h(z) = (D*(x),zs,...,2,). Pelo Teorema da Funcao Inversa, podemos diminuir o
aberto U, de sorte que h seja um difeomorfismo sobre um aberto V- C R™ contendo h(x).
Seja g a restrigao de fo h™ta V N ({0} x R*7!). Veja que

hCH(f)NU) C Sing(y)

e, portanto,
FCH(f)NU) C g(Sing(9))

que, por indugao sobre n, tem medida nula. O
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14. Funcoes integraveis e o
Teorema de Lebesgue

Notagao: Dados X C R" e f: X — R uma fungao limitada, denotemos
M(f,X)=sup{f(z) : € X} e m(f,X)=inf{f(z) : x€ X}.

Sejam A C R™ um retangulo (n-dimensional) fechado e f: A — R uma fungao limitada.
Para cada particao P de A, sejam

S(f.P)=>Y_M(f.R) -vol,(R) e s(f,P) =Y M(f,R) - vol,(R).

ReP ReP

Para quaisquer P C () particoes de A, as desigualdades abaixo sao satisfeitas:

s(f, P) < s(f,Q) < S(f,Q) < S(f, P).

Demonstracao. Fazer. O

Definimos
/f(x)d:c = sup{s(f, P) : P é partigao de A}
A

7f(x)dx = inf{S(f, P) : P é partigao de A}.
A

Desde que s(f, P) < S(f, P) para toda partigao de A, temos que

A f(#)de < Zf(fv)dfv-

Quando as quantidades acima coincidem dizemos que f: A — R é integravel e denotamos

aquele valor por
/ f(z)dx.
A

- A C R” retangulo fechado e f: A — R constante igual a ¢. Nesse caso, f: A — R é
integravel e

Ezxemplos

/ f(z)dz = ¢-vol,(A).
A

- A C R" retangulo fechado. Toda funcao continua f: A — R é integravel.
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Demonstracao. Para mostrar que

é suficiente mostrar que: dado € > 0, temos

7,4 F(a)dz — 1 s < e

Para tanto, seja ¢ > 0. Como f: A — R é uniformemente continua, existe 6 > 0 tal que

€

ry€dele=yl <5 = If@ - f)l <

Entao, consideremos P uma particao de A tal lque o diametro de cada retangulo em P é
menor do que 9, em particular,

€

vol,(A)

M(faR)_m(wa)<

para cada R € P. Assim,

/A f(x)da — / @)z < S(f.P) - s(f,P)
= > [M(f,R) = m(f, R)] - vol(R)
< mZvoln(R)

ReP
= €.

]

- Seja A = [0,1] x [0,1]. A funcdo f: A — R definida por f(z,y) = 0se x € Qe
f(z,y) = 1se x ¢ Q nao é integravel.

Teorema de Lebesgue. Sejam A C R"™ um retangulo fechado e f:A — R uma
fungao limitada. Entdo, f € integrdvel se, e somente se, o conjunto Dy = {zv € A
f nado € continua em x} tem medida n-dimensional nula.

Sejam X C R" e f: X — R uma funcao limitada. Dado z € X, para cada § > 0 seja
O(f,,8) = M(f, X 1 B(x,8)) — m(f, X O B(x,)).
Desde que 01 < dy implica O(f, x,d1) < O(f, z,d,), existe

o(f,x) = lim O(f,z,9J).

6—0t

Proposicao. Sejam X C R" e f: X — R uma funcao limitada. Dado x € X, f é
continua em x, se e somente se, o(f,z) = 0.
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Prova do Teorema de Lebesgue. Consideremos Dy com medida n-dimensional nula. Dado
e >0, sejam Ry,..., Ry, ...R" retangulos abertos tais que

DfCURke Zvol (Rp) < (M )

em que M = sup(f) e m = inf(f) em A. Para cada z € A — Dy seja S, um retangulo
aberto contendo x tal que

€

M(f,Sz) —m(f,Sz) < 00l (A)

Seja P uma particao de A tal que cada retangulo B € P tem diametro menor do que o
numero de Lebesgue da cobertura

clUrJul U Sl

Seja F} o subconjunto de P formado pelos retangulos de P que estao contidos em algum
Ry, e F5 o subconjunto de P formado pelos retangulos de P que nao pertencem a Fj. Vale
observar que, pela defini¢ao de P, cada retangulo de Fj estd contido em algum S,. Assim,

[swar— [ syt < 5.7 - s,
N _ ;[M(f,R)—m(f,R)]-voln(R)
= Z [M(f, R) = m(f, R)] - vol,(R)
+ Z [M(f, R) = m(f, R)] - vol,,(R)
< (MQ— m) Y vol,(R) 200[ Z vol,(
<(J\4—m)R€F16 ‘ w&%

2(M —m) i 2v0l,(A)

= 67

donde f é integravel.
Reciprocamente, suponhamos que f seja integravel. Para cada k € N, seja

Dy={xe€A : o(f,x) > -}

| =

Obviamente,
D; =Dy,
k=1

e, para mostrar que Dy tem medida n-dimensional nula, ¢ suficiente mostrar que cada Dj,
tem medida n-dimensional nula. Para tanto, fixado Dy, seja P particao de A tal que

S(.P) = s(f.P) < 1.
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Seja Y C R" formado pela reunidao das fronteiras OR; R € P. Seja R’ C R" retangulo
aberto definido por int(R). Seja F formado pelos retangulos R € P tais que R’ intersecta
D;,. Assim,

Dy c[|J RIuY

ReF

, de modo que

% Z vol,(R') = % Z vol,(R)

ReF ReF

IA IA
= 5
=~ =
A
| |
2 A
= %=
GG
s <
S
= =
G

= S(f,P)—S(f,P)

<_

e, portanto, Y p.pvol,(R) < €. Desde que Y C R" tem medida n-dimensional nula,
recebemos que Dy tem medida n-dimensional nula. O
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Lista de Exercicios 1

1. Seja X C R™. Se para cada € > 0 existem Y C R" com medida n-dimensional nula e
Ry, ..., Ry,... C R"” retangulos abertos tais que

X C [U RJUY e Zvoln(Rk) < €,
k=1 k=1

entao X C R" tem medida n-dimensional nula.

2. Sejam A C R™ um retangulo fechado e f: A — R uma fungao integravel. Dado ¢ > 0,
existe uma particao P de A tal que

S(f, P) — s(f,P) < e.

3. Sejam A C R™ um retangulo fechado e f,g: A — R fungoes integraveis. Mostre que:

a) Para cada constante ¢ € R, a funcao f + cg é integravel e
[+ oo = [ f@arte [ glajan
A A A

b) f - g é integravel;
c) Se |g(x)| > ¢ > 0, para todo z € A, entao é é integravel.

4. Sejam A C R™ um retangulo fechado e f: A — R uma funcao integravel. Se f(x) >0
para todo = € A, entao [, f(x)dz > 0.

5. Sejam A C R™ um retangulo fechado e f: A — R uma fungao integravel. Mostre que

|f| ¢ integravel e
f(z)dz z)|dzx.

6. Sendo f e g fungoes tais que g o f faz sentido. Mostre que Doy C Dy U f71(D,).

7. Sejam A C R™ um retangulo fechado, f : A — R uma fungao integravel e g : [a,b] - R
uma funcao continua tal que f(A) C [a,b]. Entdo, go f : A — R é integréavel.

8. Sejam A C R" e B C R™ retangulos fechados, g : B — R uma funcao integravel e
f A — B uma funcdo continua tal que existe ¢ > 0 satisfazendo ||f(z) — f(y)| >
||z — yl|, para todos x,y € A. Mostre que go f : A — R é integrédvel.
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15. Conjuntos Jordan Mensuraveis

Seja X C R™ um conjunto limitado. Seja £x:R™ — R a fungao definida por {(z) = 1 se
reXeé(r)=0sex ¢ X. £x é chamada a funcao caracteristica de X.

Dizemos que um subconjunto limitado X C R™ é Jordan mensurdvel quando existe
um retangulo fechado A C R™ tal que X C A e a restricao da fungao caracteristica de X
ao retangulo A (a qual denotamos também por £x) é integravel. Nesse caso, definimos o
volume n-dimensional de X por

ol (X) = /A Ex(x)dz.

Boa defini¢ao do volume de X.
Para mostrar que o volume de X estd bem definido, consideremos outro retangulo
fechado B C R™ tal que X C B. Agora, seja C' C R" retangulo fechado tal que A, B C C.

Afirmamos que
[ extada = [ extarda = [ extaran

De fato, primeiro veja que: para calcular f & x(x)dx, é suficiente calcular somas superiores
S(&x, P) em que P é partigdo de C' que refina particao P4 de A (respectivamente Pp de
B). E, como £x = 0 fora de A (respectivamente de B), tem-se S({x, P) = S(Ex, Pa)
(respectivamente S(&x, P) = S(éx, Pg).)

Segue da prova acima que Se X C R" é Jordan mensuravel, entao {x: A — R é
integravel para qualquer retangulo fechado A C R” tal que X C A.

Proposicao. Seja X C R"™ um subconjunto limitado. Entao, X é Jordan mensuriel se,
e somente se, a fronteira de X, 0X C R"™, tem medida n-dimensional nula.

Demonstracao. E bastante observar que o conjunto dos pontos de descontinuidade da
funcao caracteristica de X coincide com a fronteira de X. O]

Proposicao.Se X, Y C R" sao Jordan mensurdveis, entao X UY, X NY, e X =Y sao
Jordan mensurdveis e

vol, (X UY) =vol,(X) +vol,(Y) —vol,,(X NY).
Demonstracao. é suficiente observar que

Exuy =&x + & —&xny € Exny = Ex - &y
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Seja X C R™ um subconjunto mensuravel. Dada uma funcao f: X — R, dizemos que
f € integravel quando existe um retangulo fechado A C R” tal que x C A e a funcao
f-&x: A — R é integravel. Nesse caso, denotamos

[ f@yde = [ (7 0)a)da)
X A
FExercicio. Mostre que a integral acima independe do retangulo A escolhido.

Teorema de Lebesgue. Seja X C R™ Jordan mensurdvel. Uma funcao limitada f: X —
R é integrdvel se, e somente se, o conjunto {x € X : f nao € continua em =z} tem medida
n-dimensional nula.

Demonstracao. ]

Abaixo, destacamos uma regra operacional para calculo de integrais sobre retangulos
fechados.

Integral Iterada. Sejam A C R"™ e B C R™ retangulos fechados. Seja f: A x B — R
uma funcao integravel. Entao, as fungoes A — R definidas por

T /B fay)dy e oo /B F(y)dy

sao integraveis e

flz,y)dzdy = A[/Bf(x,y)dy]d$=A[[Bf(x,y)dy]dx-

AxB
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10.

11.

Lista de Exercicios 2

Calcule [, e7¥" em que X C R? é o triangulo de vértices (0,0), (0,1) e (1,0).

Seja X C R™ um subconjunto Jordan mensuravel. Se X C R” tem interior vazio, entao
X tem medida n-dimensional nula.

Seja X C R™ um subconjunto Jordan mensuravel. Seja f: X — R uma funcao in-
tegrével. Se f(xz) > 0 para todo x € X e [, f(z)dx =0, entao {x € X : f(zx) # 0}
tem medida n-dimensional nula.

Sejam A C R™ um retangulo fechado e f: A — R uma funcao integravel. Se R C A é um
retangulo fechado e tal que f(z) = 0 para todo z € A—R, entéo [, f(z)dx = [, f(x)dz.

Sejam A, B C R*"™! = R" x R Jordan mensuraveis. Sejam R C R" retangulo fechado
e [a,b] C R tais que A, B C R X [a,b]. Se

Ai={zeR" : (z,t) € A} e Bi={z€R" : (z,t) € B}
tém o mesmo volume n-dimensional para todo t € [a, b], entao vol,;1(A) = vol,+1(B).

Seja X C R™ um subconjunto Jordan mensuravel. Dada uma funcao integravel f: X —
R com f(z) > 0 para todo x € X, mostre que C(f) = {(z,y) e R*" xR : z € X e0 <
y < f(z)} é Jordan mensurével e vol,1(C(f)) = [y f(x)dx.
Seja X C R? definido por

X={(z,y,2) €R® : >0, y>0, z2+y<le0<z<2’+y°}L
Calcule vol3(X).

Sejam X,Y C R™ Jordan mensuraveis. Dada f: X UY — R integravel, mostre que
f(z)dx = / f(x)dx +/ f(z)dx — f(z)dz.
XUy X Y Xny

Seja X C R™ Jordan mensuravel. X tem medida n-dimensional nula se, e somente se,
toda funcéo limitada f: X — R ¢ integrdvel com [ f(z)dz = 0.

Seja X C R™ Jordan mensuravel e seja A C R um retangulo fechado tal que X C A.
Seja P uma particao de A; Ry, ..., Ry sao os blocos de P. Mostre que

vol, (X) =wvol,(Ri N X) + - +wvol, (R N X).

De uma forma mais geral, mostre que para toda funcao integravel f: X — R, vale:

/Xf(x)da: = /RmX flx)dz + -+ /kax f(z)dx.

Prove o Teorema de Green para retangulos em R2
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12.

13.

14.

Sejam X C R"” Jordan mensuravel e f, g: X — R fungoes integraveis. Mostre que para
todo A € R, a funcao f 4+ Ag: X — R ¢ integravel e

/X(f‘i‘)\g)(x)dl’:/Xf(a:)da:%—)\/Xg(:c)d:c.

Sejam X C R™ Jordan mensuravel e f, g: X — R fungoes integraveis. Mostre que

I/Xf(x)g(x)dxl < (/X f(ﬂﬁ)chﬂa)é (/Xg(xfdx)%.

Sejam X C R"™ um conjunto Jordan mensuravel conexo e f : X — R continua. Mostre
que existe xg € X tal que

/Xf(;z)da: = f(zo) - vol,(X).
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16. Mudanca de variaveis

Teorema. Sejam U,V C R"™ subconjuntos abertos e h:U — V um difeomorfismo de
classe C*. Seja X C U um subconjunto compacto e Jordan mensurdvel. Se f:h(X) — R
€ uma fungao integrdvel, entao

Fly)dy = /X (F o h)(x) - | det Jh(x)|dz.

h(X)

Sejam U,V C R" subconjuntos abertos. Um difeomorfismo de classe C* h:U — V é
dito admissivel se: para cada subconjunto compacto e Jordan mensuravel X C U, tem-se

vol,, (h(X)) = /X | det Jh(z)|dz.

Proposicao 1. O teorema acima € verdadeiro quando h:U — V é um difeomorfismo
admissivel.

Demonstragao. Seja A C R™ um retangulo fechado tal que h(X) C A. Assim,

f(y)dy = /A (f - &) (y)dy

h(X)

em que &, é a fungao caracteristica de h(X). Seja § > 0 menor do que a distancia de h(X)
a R™ — V. Agora, dada uma particao P de A, tal que cada retangulo de P tem diametro
menor do que J, tem-se que os retangulos de P que intersectam h(X) estdo contidos em
V. Seja @ C P formado pelos retangulos que intersectam h(X). Entao,

s(f-&nP) = > m(f & R) - voln(R)

ReP

— 3" m(f - & R) - volu(R)

Re@Q

- Zm(f-fh,R)-/ | det Jh(x)|d

REQ -

Z/ £x](2)] det Jh(z)|dz

Re@

- Z/ (2)] det Jh(z)|dz

ReQ

_ /X(f o h)(x)| det Jh(x)|dz.

IA
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Assim,

/ fy)dy < / (foh)(x) det Jh(x)|dz.
h(X) X

analogamente, utilizando as somas superiores S(f - &, P); P é particao de A, mostra-se
que

/ fly)dy > / (f o h)(z)|det Jh(z)|dz.
h(X) X
O

Escélio. Sejam U,V C R™ subconjuntos abertos. Um difeomorfismo de classe C* h:U —
V. Se para todo retangulo fechado R C V', tem-se

voly(R) = / | det Jh(z)|dz,
h1(R)

entao h € admissivel.
Demonstracao. Fazer. O

Corolario. Sejam U,V C R™ subconjuntos abertos. Se h:U — V' € um difeomorfismo
admissivel, entio h=':U — V ¢é admissivel.

Demonstracao. Seja Y C V um subconjunto compacto e Jordan mensuravel. Seja X =
h~'(Y) C U. Portanto, X é compacto e Jordan mensuravel. Entao, fazendo f(y) =
| det JA~(y)]|, temos

vol,(X) = /1 dx
= /|detJ oh)(x)|dx
_ / (f o h)(x) - | det Jh(z)|dz

- / f(w)dy,
h(X)

vol,( / | det JR™(y)|dy.

isto é,

Proposicao 2. Isomorfismos lineares R — R™ definidos por
ex e, Vkg{i,j} , es—ejeej—e
sao admissiveis.

Demonstracao. Seja T:R™ — R™ um isomorfismo linear do tipo acima. Observe que
|det JT'(z)| = |det T'| = 1 e para todo retangulo R C R", T(R) C R" é um retangulo de
mesmo volume. Vale observar também que o isomorfismo inverso 7! é do mesmo tipo
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de T, de fato, T-! = T. Entao, precismamos provar que: para todo retangulo fechado
R C R", tem-se

voly(R) = / | det JT(z)|dz.
T-Y(R)
De fato,

vol,(R) = wol,(T™*(R))

= / 1-dz
T-1(R)

= / | det T'|dx
T-1(R)

= / | det JT(x)|dx.
T-'(R)
[

Proposicao 3. Sejam U,V C R" subconjuntos abertos e h:U — V' um difeomorfismo de
classe C1. Se

h(z) = (¢(x),z9,...,2,) YV x €U,

entao h € admissivel.

Prova corrigida. Seja R C V um retangulo fechado. De acordo com o escélio acima, é
bastante mostrar que

vol,(R) = / | det Jh(z)|dzx.
h=1(R)

Para tanto, seja X C U um subconjunto compacto e mensurdvel tal que h(X) = R,
a saber, X = h™!(R). Escrevamos R = J x A com J C R um intervalo compacto e
A C R™! é um retangulo fechado. Seja z = (s,w) € R x R""!. Para cada w € A, veja
que

Xp={seR : (s,w) € X}

¢ um intervalo difeomorfo ao intervalo .J. De fato,
Ow: Xy — J

definida por ¢,(s) = ¢(s,w) é um difeomorfismo, para todo w € A, pois gbw/(s) =

| det Jh(s,w)|. Em particular,
/dt = / |Jh(s,w)|ds.
J w

Agora, seja I C R um intervalo compacto tal que X,, C I para todo w € A e, para cada
w € A, seja &, a funcao caracteristica de X,,. Entao,

[it= [t caspas
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em que f,(s) = |Jh(s,w)|. Vale observar que f,, é continua para todo w € A. Finalmente,
observando que (s, w) := &,(s) é a funcao caracteristica de X, obtemos:

vol,(R) = / dtdw
JxA

= /A[/Jdt]dw
= [ ([t gdshiu

= [ (-9 wisdu
IxA

= /]detjh(s,w)\dsdw
b

:/ | det Jh(x)|dx.
h=1(R)

]

Proposicao 4. A composicao de difeomorfismos admissiveis ainda é um difeomorfismo
admissivel.

Demonstracao. O
Proposicao 5. Sejam U,V C R" subconjuntos abertos e h:U — V' um difeomorfismo de
classe C'. Se H:U x R — V x R definido por H(z,t) = (h(z),t) € admissivel, entdo h é

admissivel.

Demonstragao. Seja R C R™ um retangulo fechado. Seja Y = R x [0,1]. Desde que H é
admissivel,

vol,11(Y) = / | det JH (z,t)|dxdt.
H=Y(Y)
Por outro lado, vol,,1(Y) = vol,R e H(Y) = h™}(R) x [0, 1], assim
vol,(R) = wolp41(Y)
- / | det JH (z, )| dudt
H-1(Y)
= / | det Jh(z)|dxdt
h=1(R)x[0,1]
= / | det Jh(z)|dx.
h=(R)
[

Proposicao 6. Sejam U,V C R" subconjuntos abertos e h:U — V' um difeomorfismo de
classe C*. Para cada x € U, existe um aberto W C U contendo x; a restricio de h a W
¢ um difeomorfismo admissivel sobre um aberto de R™.
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Demonstracao. Pela proposicao imediatamente anterior, podemos supor que
h(z) = (hi(x), ..., hn_1(2),z,)

Seja xg € U. Desde que translagoes sao (claramente) admissiveis, podemos supor que
h(zo) = 0. Mostremos que existe um difeomorfismo admissivel g sobre um aberto W C U
contendo xy tal que

ho g(y) = (ﬁl(y)v <o 7l~ln—2<y>7yn—1>yn)'

De fato, como det Jh(zg) # 0, a menos de uma composigdo com um isomorfismo linear
do tipo descrito na Proposicao 2, podemos supor que

ahn—l

axn—l

(o) # 0.

Pelo Teorema da Fungao inversa, existe um difeomorfismo admissivel g sobre um aberto
W C U contendo x( tal que

Fogly) =y
em que F(z) = (x1,...,Ty_2,hy_1(z), x,). Portanto,

hog(y) = (P1(y), .- hn-2(y), Yn—1,Yn)-

Agora, utilizando indugao sobre n e a Proposicao 4, mostramos que existe um difeomor-
fismo admissivel g sobre um aberto W C U contendo x tal que

hog(y) = (Y1, Yn)-
E, o resultado segue do corolario acima. O
Proposicao 7. Todo difeomorfismo de classe C' entre abertos de R™ é admissivel.

Demonstracao. Sejam U,V C R™ subconjuntos abertos e h: U — V um difeomorfismo de
classe C'!. Seja X C U um subconjunto compacto e Jordan mensurdvel. Para cada oz € U
seja W, C U aberto contendo x tal que h é admissivel quando restrita a W,. Seja § > 0

nimero de Lebesgue da cobertura X C U W,. Seja P é particao de R™ em retangulos

zeX
de diametro menor do que . Sejam Ry, ..., R, os retangulos de P que intersectam X.

Assim,

vol,(W(X)) = > woly(h(X N Ry))

= Z/ | det Jh(x)|dz
i XNR;

= /|detJh(m)|d$.
X

]

Prova do Teorema de Mudang¢a de Varidveis. E suficiente recorrer a Proposicao 1 e a Pro-
posicao 7. [
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17.

Até aqui, desenvolvemos uma teoria de calculo diferencial e integral sobre espacos eucli-
dianos. A partir de agora, objetivamos desenvolver uma teoria de calculo diferencial e
integral sobre espagos mais gerais do que aqueles, os quais sao denominados variedades
diferenciaveis.

Seja X C R™. Uma aplicacdo f: X — R™ é dita diferencidvel (de classe C*) se para
cada = € X existe um aberto U C R” contendo z e existe uma aplicagao diferencidvel (de
classe C*) F:U — R™ tal que Fixrv = f. Nesse caso, temos uma aplicacao

Df(x): T,X — R™

definida pela restrigdo de DF(z): R"™ — R™ ao espago tangente T, X. Vale observar que
D f(x) nao depende da extensdao F' escolhida.

Obs. Dado X C R™. Uma aplicacdo f: X — RP ¢ diferencidvel (de classe C*) sss é
localmente diferencidvel (de classe C*).

FExercicio. Sejam X C R", Y C R™e Z C RP. Sejam f: X — Y e g:Y — Z aplicacoes
diferenciaveis. Entao, a aplicacao go f: X — Z é diferenciavel e, para cada x € X, tem-se
que

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(x).

Problema. Sejam X C R" e f: X — R™ uma aplicacao de classe C*; k > 1. Existem
U C R"™ aberto contendo X e uma aplicacao F: U — R™ de classe C* tal que Fx=f"

Sejam X C R"eY C R™. Um difeomorfismo de classe C* de X sobre Y é uma bijecao
f: X — Y de classe C* com inversa de classe C*. Quando existe um tal difeomorfismo,
dizemos que X é difeomorfo a Y.

Ezxemplos.
- A projecao estereogafica é um difeomorfismo de classe C* de S™ — {p} sobre R".

- As coordenadas polares definem um difeomorfismo de classe C*>° de S™ x (0, 00) sobre
R — {0}.

Nesse ponto, vale observar que, desde que a diferenciabilidade de aplicacoes definidas
em X C R™ é uma propriedade local e se X é difeomorfo a um aberto de A C R™ entao
aplicacoes f: X — RP sao diferenciaveis se, e somente se as aplicagoes f o ¢: A — RP
definidas no aberto A C R" sao diferencidveis, é bastante natural considerar a seguinte
classe de objetos abaixo.
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X C R"™ é chamado uma subvariedade diferencidvel (de classe C*) se: para cada
r € X existem uma aberto U, C R™ contendo z e um difeomorfismo (de classe C*) de
X N U, sobre um subconjunto aberto V,, C R™. O inteiro m é chamado a dimensao de
X e denotado por dim(X). Os difeomorfismos ¢: V,, — U, sdo chamados parametrizagoes
locais de X.

Ezxemplos e Propriedades.
- Cada subconjunto aberto A C R™ é uma n-dimensional subvariedade de classe C*°.

- 8™ ¢ R™! é uma n-dimensional subvariedade de classe C*.

-Se X C R"eY C R™ sao subvariedades de classe C*, entao X xY ¢é uma subvariedade
de classe C*. Além disso, dim(X x Y) = dim(X) + dim(Y).

-Sejam X CR"eY C R™. Se X é C* difeomorfo a Y entdao X ¢é uma subvariedade
de classe C* se, e somente se, Y é uma subvariedade de classe C*.

Proposigao. X C R" ¢ uma m-dimensional subvariedade de classe C* (k > 1) se,
e somente se, para cada v € X existem V, C R™ aberto e uma imersao de classe C*
¢: Vo, = X que é um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto de X contendo x.

Demonstracdo. Seja X uma m-dimensional subvariedade de classe C*. Dado =z € X,
sejam U C R"™ aberto contendo z, f:U N X — V difeomorfismo de classe C* sobre o
aberto V' C R™. Se necessério, é possivel diminuir o aberto U, de sorte que f seja a
restricdo de uma aplicacao de classe C*¥ F:U — V. Seja ¢:V — U N X a inversa de f.
Desde que

Fogp(z)=2VzeV,

pela regra da cadeia, obtemos
DF(¢(z)) - Do(z) = Idgm ¥V z € V.

Logo, o homeomorfismo ¢: V — U N X também é uma imersao de classe C*.

Reciprocamente, seja x € X e sejam V, C R™ aberto e ¢:V, — X uma imersao de
classe C* que ¢ um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto de X contendo x. Sejam
W C R™ aberto contendo z e ®: W — W um difeomorfismo de classe C* sobre um aberto
W C V, tal que ® o ¢(z) = (z,0) € R™ x R*™ para todo = € W. Sendo

mR™ x R"™™ — R™

dada por 7(z,y) = z, temos que a restricio de m o ® a X N W é um difeomorfismo de
classe C* sobre o aberto W C R™. O]
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18.

Seja X C R". Se para cada xr € X existe um aberto U C R" contendo z tal que
U N X é uma m-dimensional subvariedade diferencidvel (de classe C*), entdo X é uma
m-dimensional subvariedade diferenciavel (de classe C*).

Baseado no comentario acima, apresentaremos mais exemplos de subvariedades dife-
renciaveis.

- Dados U C R" e f:U — R™ uma aplicacao de classe C*. O gréfico de f é C*
difeomorfo a X. Pela observagao acima, segue que: se X C R™ pode ser coberto por
abertos relativos que sao gréificos de aplicacoes diferencidveis (de classe C*) definidas
em abertos de R"™ e tomando valores em R"™ entao X C R" é uma subvariedade
diferencidvel (de classe C*) de dimensao m.

- Seja M o conjunto das matrizes reais de ordem 2 x 2 e de posto 1. Afirmamos que
M C R* é uma subvariedade de classe C* de dimensao 3. De fato,

MZ{(Zl Z2> . aray —azaz =0 e a; # 0 para algum i = 1,2, 3, 4}.
3 Q4

Assim, para cada i = 1,2, 3,4, seja U; C R* o subconjunto aberto definido por
Ui = {(ala af27a3,a4) € R4 La; 7£ 0}

Entao,
asa
MNU, ={(a1,as,as,a4) ER* a; #0 e ay = 273

2

isto ¢, M N U;é o grafico de uma funcao de classe C* definida em um aberto de R3.
Analogamente, para cada i, mostra-se que M NU; é o grafico de uma funcao de classe C*°
definida em um aberto de R3.

a

Caracterizagao. Seja X C R". As condi¢oes abaizo listadas sao equivalentes.
1. X C R" é uma m-dimensional subvariedade de classe C* (k> 1);

2. para cada x € X existem um aberto U C R™ contendo x e uma aplicacao de classe
C* (k>1) f:U — R"™™ e um valor reqular ¢ de f; X NU = f~1(c);

3. para cada x € X existem um aberto U C R™ contendo x, um aberto V-C R™ e uma
aplicagao de classe C* (k> 1) f:V — R"™™ tal que X NU € o grdfico de f.

Em particular, se X C R™ é uma m-dimensional subvariedade diferenciavel, entao T, X C
R™ é um subespaco vetorial de dimensao m, para todo v € X.
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19.

Referéncias: Curso de Andlise Vol 2 (pdginas 315-331) e
Analise Real 2 (paginas 132-138) - Elon Lima

73



4



20.

Referéncias: Curso de Andlise Vol 2 (pdginas 315-331) e
Analise Real 2 (paginas 132-138) - Elon Lima
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21.

Denotamos
H" ' ={(x1,... 2, 0y + 1) e R 1y <0}

e OH"™ =R" x {0}.
Observacgoes.

- Sejam A, B C H™*! subconjuntos abertos de H"*! e f: A — B um difeomorfismo
de classe C''. Entao, decorre do Teorema da Funcao Inversa que

a€ ANOH" & f(a) € BNOH™™.

- Sejam A C H™'! subconjunto aberto de H"™!, a € ANOH"" e f:A — RP um
aplicacao diferenciavel. Entao, para quaisquer duas extensoes diferenciaveis de f, digamos
F\ e F,, em abertos de R"*! contendo a, tem-se que

dFy(a)v = dFy(a)v ¥V v € R"H
Assim, naturalmente, fica bem definida a aplicagao linear df (z): R**! — R,

Um subconjunto X C R" ¢ dito uma subvariedade com bordo (de classe C*) se para
cada z € X existe um subconjunto aberto de X e contendo z o qual é C*-difeomorfo a um
aberto de H™*!. Nesse caso, dizemos que a dimensdo de X é m+1. Os difeomorfismos de
classe C* de abertos de H™*! sobre abertos de X sao chamados parametrizacoes locais.
O subconjunto de X formado pelos pontos que sao imagens de pontos em OH™"! por
parametrizagoes locais é chamado o bordo de X e denotado por 0.X.

- Sejam ¢: Uy — U e ¢:Vy — V parametrizagoes locais de X tais que ¢(ug) = 10(vp).
Entao, pela primeira observacao feita acima, tem-se:

Ug € 8Hn+1 < Uy € 8Hn+1.

Proposigao. O bordo 0X de uma (m+ 1)-dimensional C*-subvariedade com bordo X de
R" ¢ uma m-dimensional C*-subvariedade de R™.

Demonstracao. Imediata. O

Observagoes.

- Sejam X C R* e Y C R™ C*-difeomorfos. Entdao, X é uma C*-subvariedade com
bordo de R se, e somente se, Y é uma C*-subvariedade com bordo de R™.
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- X C R" é uma C*-subvariedade com bordo de dimensao m se, e somente se, X pode
ser coberto por abertos relativos que sao m-dimensionais C*-subvariedades com bordo de
R™.

- Sejam U C R™*! um subconjunto aberto e seja f: U — R uma funcao de classe C*.
Se a € R é uma valor regular de f nao trivial (isto é, a estd na imagem de f), entao

X={uvelU : f(u) <a}
é X é uma (n + 1)-dimensional C*-subvariedade com bordo de R™™! cujo bordo é f~!(a).

Demonstracao. Forma Local das Submersoes. O

- Em geral, temos o seguinte resultado.

Proposigao. Sejam M C R"™ uma (m + 1)-dimensional C*-subvariedade e seja f: M —
R uma funcdo de classe C*. Se a € R é uma valor reqular de f nao trivial (isto é, a estd
na imagem de f), entdo

X={ueM : f(u) <a}
¢ X é uma (m + 1)-dimensional C*-subvariedade com bordo de R"™ cujo bordo é f~(a).

Demonstracao. Segue imediatamente do exemplo acima. O

- O hemisfério {(xy,...,Tn, Tpy1 € S™ : Tpy1 < 0) é uma n + 1-dimensional C*°-
subvariedade com bordo de R™*!.

- Seja M C R™ uma m-dimensional C*-subvariedade. Entao, M x [0,1] C R"*! é uma
C*-subvariedade com bordo; dim(M x[0,1]) = m+1e d(M x [0,1]) = M x {0}UM x {1}.

Demonstragao. Seja f: M x R — R definida por f(z,t) = t* —t. Veja que f é de classe
C*, 0 € R é um valor regular de f e

M x [0,1] = {(z,t) € M x [0,1] : f(z,t) <0}.
[

- Embora [0, 1] C R seja uma C'-subvariedade com bordo, temos que [0, 1] x [0, 1] C R?
nao é uma C'-subvariedade com bordo.

Exercicio. Sejam M C R™ uma C*-subvariedade com bordo e N C R" uma C*-

subvariedade. Entao M x N C R™ x R™ tima uma C*-subvariedade com bordo e
O(M x N)=0M x N.

Sobre os espacos tangentes a uma (m + 1)-dimensional C*-subvariedade com bordo
M C R", pela nossa definicao de conjunto tangente a um conjunto X C R™ em um ponto
x € X, terfamos que T, M = T,0M para todo x € OM, contudo aqui trabalharemos com
um espago tangente diferente daquele, a saber:

T, M = df (z)[R™"]

em que f:Uy — U parametrizacao local de de um aberto de M contendo x € M. Obvi-
amente, quando x € M — 9M, temos que T,M = T, M e quando x € OM, T,0M é um
subespaco vetorial de T, M de codimensao 1. O complementar de T,0M em T,M é divi-
dido em dois semi-espacos abertos, a saber: v € T, M é um vetor que aponta para dentro
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Analise no R"” Alexandre Fernandes e Edson Sampaio

(respectivamente fora) de M se v = df (r)w com w € H™ — JH™ (respectivamente
w g HnJrl)'

Leitura recomendada: Teoria de orientacao de C*-subvariedades com bordo em R™
com o objetivo de enteder o seguinte resultado.

Proposicao. Seja M C R™ uma m + 1-dimensional C*-subvariedad com bordo. Se M ¢
orientdvel, entdo uma orientacao de M induz uma orientagao em OM tal que: para cada

x € OM, uma base ordenada {vi,...,v,} de T,OM € positiva se, e somente se, a base
ordenada {v, ..., vy, v} de T, M € positiva para todo vetor de T,M que aponta para fora
de M.

- Differential Forms and Applications, paginas 60-62 - Manfredo do Carmo;
- Curso de Analise Vol 2, paginas 482-487 - Elon Lima.
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22.

Dado um espago vetorial real V', o conjunto das aplicacoes k-lineares alternadas

Vx---xV >R
N————

k vezes

é denotado por A*(V).

E: lo. Sej .., fx: V= R funcionais li . Enta AN NfeVxooxV —
xemplo. Sejam f1, ..., fx uncionais lineares. Entao, f; fx

k vezes

R definido por

fi(Ul) Ce j}(Uk)
(i Neo oA fr)(vg, ... o) = det : :
fk(vl) e fk(vk)

é um elemento de A*(V). Em particular, se dz1, ..., dz,: R® — R denota a base dual da
base canonica ey, ..., e, de R", entao dz;, A ... ANdx;, € AF(R™) para todo conjunto de
indices 1 <1 < -+ <1 <n.

Proposigao. {dx;, A...ANdx;; 1 <i3 <--- <ip < n} € uma base do espaco vetorial
AF(R™).
Demonstracao. Fazer. O

Exercicio. Seja V um espago vetorial real. Dado W espaco vetorial real isomorfo a V',
mostre que A¥(W) é isomorfo a A¥(V) para todo k € N. Mostre também que, se a
dimensao de V é finita, entao A*(V) = {0} para todo k maior do que a dimensdo de V.

Seja U C R™ um subconjunto aberto. Uma k-forma em U é uma aplicacao w:U —
A¥(R™). Quando w(z) = Y. as(x)dr; com ap:U — R diferncidvel (de classe C"), para
todo I, dizemos que w é uma k-forma diferencial (de classe C"). As 0-formas sao fungoes
U:— R.

Dadas w = > ajdx; k-forma e ¢ = > bydz; I-forma em U, o produto exterior de w
por ¢ ¢ uma (k + [)-forma em U definida por

w/\gb:Za]dex[/\de.

FExemplo. Sejam w = adxy + bdxy 4 cdrs 1-forma e ¢ = adxy A dvy = Bdxy N dxs 2-forma
em R, Entao, w A ¢ = (ca — bB)dxy A dxy A dxs.

81



Propriedades. Seja U C R™ um subconjunto aberto. Sejam w k-forma, ¢ r-forma e n
s-forma em U. Entao

a. w@+n)=wAd+wAnser=s;
b. (WA@)An=wA(An);
c. WAG)=(-1)"(¢Aw).
Demonstracao. Fazer. O

Como conseqiiéncia da ultima propriedade supracitada, temos que w A w = 0 sempre
que w for k-forma com k impar. Porém, em geral, nao podemos afirmar que wAw = 0. De
fato, sendo w = dzq Adzy+drs Adxy 2-forma em R*, temos wAw = 2dxy Adxs Adxs Adxy.

Sejam U C R™ e V' C R™ subconjuntos abertos e seja f:U — V uma aplicacao
diferenciavel. Para cada k-forma diferencial w em V', tem-se que f*w definida por

(ffw)(@) (o, .. o) = w(f (@) (df (2)vs, ..o df (2)vg)

define uma k-forma diferencial em U.

Propriedades. Sejam U C R™ e V. C R™ subconjuntos abertos e seja f:U — V uma
aplicacao diferencidvel.

1. f*(w+¢) = ffw+ f*¢ para quaisquer k-formas diferenciais w e ¢ em V;

2. ffwA @)= f"(w) A f*(¢) para quaisquer formas w e ¢ em U;

3. se g:V — RP é uma aplicacio diferencidvel, entado (f o g)* = g* o f*.
Demonstracao. Fazer. ]
Ezemplo. V = R? — {0} e w 1-forma em V definida por:

-y

w = dr + )
x2_|_y2 x2+y2

Seja
U={(r,0)cR? :r>0e0<6 <2}

e seja f:U — V a aplicagdo suave definida por f(r,0) = (rcos(#),rsen(f)). Nesse caso,
ffw=de.

Sejam U C R"™ subconjunto aberto f:U — R uma funcao diferenciavel.

df = Z dml

Em geral, se w = > aydx; é uma k-forma diferencial em U,

dw = Zda; Adzxg.
Propriedades. ...
1. d(w1 + CL)Q) = dw1 + dwz;

dwA @) =dwA ¢+ (—1)kw A dg;
d(dw) =
d(fw) = (dw)-
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23.

Daqui por diante, salvo comentario enfatico em contario, todas as subvariedades dife-
rencidaveis M C R" sao de classe C*°.

Uma k-forma numa subvariedade M C R™ é uma aplicacao w tal que para cada
v € M, w(x) e AK(T,M). Se ¢: Uy — U é uma parametrizacao local de M em torno de z
((ug) = o). A representacio de w nas coordenadas dadas por ¢ é a k-forma diferencial
em Uy dada por wy(u)(vs,...,vx) = w(@(uw))(dp(w)vy, ..., de(u)vy). Vale observar que,
se P:Vp — V é outra paametrizacdo local de M em torno de zy (¢(vg) = o), entdo

(b~ 0 @) wy = ws.

Uma k-forma w em M é dita uma k-forma diferencial (de classe C") se dado x € M
existe uma parametrizacao local de M ¢: Uy — U em torno de x tal que w, ¢ uma k-forma
diferencial (de classe C") em U.

Elemento de Volume. Seja M C R™ uma subvariedade orientada. Para todo x € M, T, M
é um orientado e possui um produto interno (induzido pelo produto interno de R™). Seja
¢: Uy C R™ — U uma parametrizagdo positiva em M. Para cada x = ¢(u) € U a base

{dop(u)eq, ..., dop(u)e,}

define uma orientacao positiva de T, M. Para cada x € M, w(z) = elemento de volume de
T, M, define uma m-forma diferencial em M chamada elemento de volume de M. Temos,

we(u) = v g(u)duy A ... A duy,

em que ” ”
o, (u); a—u](u) > .

g(u) = det(gi;(u)) e gij(u) =<

Ezxemplo. Seja M C R™! uma subvariedade de dimensao n e orientada. Seja v: M —
R™"! (dif.) campo unitdrio de vetores normais a M, tal que uma base {wy,...,w,} de
T, M é positiva se, e somente se, a base det(v(x),wy, ..., w,) é positivo. Seja w a n-forma
elemento de volumne de M. Entao, para todo x € M e para quaisquer wy, ..., w, € T, M,

w(z) = det(v(z),wy, ..., wy,).

Desenvolvendo o determinante acima ao longo de sua primeira coluna v(z) = (11 (z), ..., Vps1(x)),
obtemos

w(z) = Z(—l)”ll/i(x)dxl A

Agora, seja ¢: Uy — U uma parametrizacao local ( positiva ) de M. Assim,

0 0
wy(u) = Ha—i(u) X ... X ajn(u)Hdul Ao A digy,.
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Sejam N C R" e M C R™ subvariedades diferenciaveis e seja f: M — N uma aplicacao
diferenciavel. Para cada k-forma diferencial w em N, tem-se que f*w definida por

(frw)(@) (v, .. on) = w(f (@) (df (z)vr, ..., df (x)vr)

define uma k-forma diferencial em M.

Propriedades. Sejam N C R" e M C R™ subvariedades diferencidveis e seja f: M — N
uma aplicacao diferencidvel.

1. ff(w+ ) = ffw+ f*¢ para quaisquer k-formas diferenciais w e ¢ em N;
2. ff(wA @)= f"(w)A f*(p) para quaisquer formas w e ¢ em N;

3. se g: N — RP é uma aplicagao diferencidvel, entado (f o g)* = g* o f*.

Obs. wy = ¢*w.

Seja M C R"™ uma subvariedade. Dada uma k-forma diferencial (de classe C') w em
M definimos a derivada exterior de w, denotada por dw, localmente por:

dw = (¢7')"(d(¢"w))

em que ¢:Uy — U € parametrizagio local de M. Mostremos que a (k + 1)-forma dw
estd bem definida. Para tanto, seja 1:Vy — V' outra parametriza¢ao local de M tal que

UNV #10. Assim,

(@) (d(¢'w)) = (671)(d((v o h)'w))
= (¢7)hd(Ww)

(hoo™ ') d(y*w)

(
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24.

Seja M C R™ uma subvariedade m-dimensional compacta e orientada. Seja w uma m-
forma continua em M. Abaizo, relembramos a definicdo de wa.

- No caso em que o suporte de w estd contido em um aberto U C M positivamente
parametrizado , digamos por ¢:Uy C R™ — U, temos

/ W= P*w.
m Uy

- Em geral, consideramos uma cobertura de M por abertos positivamente orientados,
digamos Uy, ..., U;. Associada a uma tal cobertura, consideramos uma particao da unidade
fi,--, it M —[0,1] e definimos as m-formas continuas w; : fiw; i =1,...,1. Entao,

/wiz/w1+~~'+/wl.

Propriedades. Seja M C R™ uma subvariedade m-dimensional compacta e orientada.

a. [yew+ [o=cf,w+a.

b. Se w > 0, entdo wa > 0. Nesse caso, wa > 0 se, e somente se, existe v € M
tal que w(x) > 0;

c. Sejam n uma m-forma continua definida na subvariedade orientada N C RP e seja
[+ M — um difeomorfismo. Entao, [,, f*n = [,,n se f épositivo e [,, f*n=— [,,n
se f € negativo.

Demonstracao. Fazer. O

Teorema de Stokes. Seja M C R" uma m-dimensional subvariedade com bordo, com-
pacta e orientada. Se w € uma (m — 1)-forma continua em M, entdo

/ w:/ dw.
oM M

Demonstracao. Observando que, se w = wy + - - - wy, entao

/ w:/ w1+---/ wle/ dw:/dwl---/ dwy,
oM OM oM M M M
8
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é suficiente considerarmos w tal que o seu suporte esta contido em um aberto U C M
positivamente orientado, digamos por ¢: Uy — U. Temos

m

O'w = Z(—l)iaidxl AL ANdrp AL Ndx,,

i=1

dg'w) = (Y ag)dwl Ao Adip.
i=1 v

Caso UNOM = 0.

Nesse caso, consideremos R = [ag, f1] X [@n, OBm] retangulo contido no interior do
semi-espaco H™ e contendo o suporte de ¢*w em seu interior. Estendendo as fungoes
reais ay, ..., a, para R, da seguinte forma: a;(x) = 0 se z ¢ Uy, temos:

/de:/Rd(qS*w).

Por outro lado, utilizando integragao repetida, temos:

% . - 8(11»
/Rd(¢w) = iZ/Raxidxl...dxm

m 8@ R
_ Z[/ a—;dxi]d:vl...dazi...da:m

i=1 7B 7
m

= Z/ ai(x1, .. By ) —ai(xy, .y T )dEy L dTy . dTy,
i=1 YR

= 0.

—

em que R; = [aq, (1] X -+ X [y, Bi] X ... X [, O]

Caso UNAOM # ().

Nesse caso, consideremos R = [ay, £1] X [am, 0] retangulo contido no interior (rela-
tivo)do semi-espago H™ e contendo o suporte de ¢*w em seu interior. Por definigao,

temos
/ w:/ (21, oo Ty, 0)dxy o ATy
oM m

Por outro lado, utilizando integral repetida, temos:

“ da;
dw = / “dxy ... dz,,
/M Z RO

B 0
da,,
= —dxy,ldry ... dx,—
/Rm[/amammx]xl Top—1

= / (21, o Te1,0)dxy - o dT .
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Aplicacoes

Seja M C R™ uma m-dimensional subvariedade com bordo, compacta e orientdvel. Entao
nao existe uma aplicacdo de classe C* f: M — OM tal que f(x) = para todo x € OM.

Demonstracao. Fazer O

Teorema do Ponto Fixo. Seja B C R" a bola fechada de centro na origem e raio 1.
Toda aplicagao continua f: B — B possuit um ponto fizo.

Demonstracao. Fazer O

Como conseqiiéncia imediata do teorema acima, mostra-se que a aplicacdo antipoda
S — St nao possui extensio continua para o disco fechado D C R? limitado por S*,
seque-se uma prova de que S* ndo é simplesmente conexo.

Sejam M C R™ e N C R™. Sejam f,g: M x N. Quando existe uma aplica¢ao continua
H:M x I — N tal que H(x,0) = f(x) e H(z,1) = g(x) para todo x € M, dizemos que f
¢ homotopica a g. Quando, H € de classe C*, dizemos que f ¢ C*-homotépica a g.

Proposigao. Seja M C R™ uma subvariedade, compacta, orientada. Sejam f,g: M — N
aplicacoes C?=homotdpicas, em que N é uma subvariedade N C RP. Seja w uma m-
forma de classe C* e fechada em N, entdo fM ffw = fM g*w. Em particular, a aplica¢ao
identidade M — M ndo w C?-homotdpica a uma aplicacio constante M — N.

Demonstragdo. Seja H: M x I — N de classe C? tal que Hoa(z) = f(x) e HoB(x) = g(x)
em que a: M — M x {0} é o difeomorfismo positivo a(z) = (2,0) e : M — M x {1} é
o difeomorfismo negativo 5(z) = (z,1). Pelo Teorema de Stokes, temos

/ _ / d(H"w)
(M xI)H*w MxI

= H*(dw)
MxI
= 0.

/ H*w +/ H'w=0.
Mx{0} Mx{1}

[ 5o = [roars
/,

Portanto,

Por outro lado, temos:

o (H*w)

= / H*w pois « é positivo
Mx{0}

[oe = [orenrs

= [ B (Hw)

M

= —/ H*w pois [ é negativo
Mx{1}
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Assim, fica provada a proposicao. n

Poincaré-Brouwer. Se n € par, entdo todo campo continuo de vetores tangentes a S™
possut uma singularidade.

Demonstracao. Seja n € N um nimero par. Primeiro, provemos que se nao existe um
campo diferenciavel (de classe C?) de vetores tangentes a S™ e que nao possui singulari-
dades. Pro contradigao, seja n: S™ — R™*! campo diferencidvel (de classe C?) de vetores
tangentes a S™ e que nao possui singularidades. Dividindo n(z) por ||n(x)||, podemos
supor que

n:S™ — S™.

Via a homotopia de classe C? H:S™ x I — S™ definida por

tn(x) + (1 —t)ox

Bt = 1@+ 0 = tyoa]

onde o € {—1,1}, temos que n: S™ — S™ ¢ C*-homotépica & aplicagao identidade id: S™ —
S™ (caso o = 1) e n: S™ — S™ é C*-homotdpica & aplicacao antipoda a: S™ — S™ (caso
o = —1). Tomando o elemento de volume w em S™ e usando que a é um difeomorfismo
negativo, pois n é par, recebemos:

0 < / w

= /n(id)*w
- [
_ /no‘*“’
_ _/n“

< 0.

Agora, mostremos que se existisse um campo continuo de vetores tangentes a S™ sem
singularidades, entao existiria um campo diferenciavel (de classe C'*°)de vetores tangentes
a S™ sem singularidades. De fato, suponha que v: S® — R™*! seja um campo continuo
de vetores tangentes a S™ sem singularidades. Seja ¢ > 0 tal que [|v(z)| > € para
todo x € S™. Pelo Teorema de Aproximacao de Weierstrass, existe &: 5" — R™" de
classe C* tal que [|{(z) — v(z)]| < € para todo x € §". Vale observar que nao podemos
afirmar que £ é um campo de vetores em S™. Por outro lado, n: S™ — R™*! definido por
n(x) =&(x)— < &(x),z > x é um campor de vetores de classe C™ e, se n(x) = 0, entao

2

e > &) —v(@)]*
= (€@ 17+ [v(@)]I*

> €.
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